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TEMA 1 

NOMBRES NATURALS. SISTEMES DE NUMERACIÓ. 

0. INTRODUCCIÓ 
1. AXIOMÀTICA DEL NOMBRE NATURAL 

a. Axiomes de Peano 
2. EL SEMIANELL ORDENAT N 

a. Suma en N 
b. Producte en N 
c. Ordre en N 
d. Divisió en N 

3. SISTEMES DE NUMERACIÓ 
a. Definició 
b. Teorema fonamental de la numeració. Propietats 
c. Canvis de base 

CONCLUSIÓ 
REFERÈNCIES BIBLIOGRÀFIQUES 

 

0. INTRODUCCIÓ 

Va haver de passar molt de temps fins que la humanitat aprenguera a representar amb el mateix 

símbol un conjunt format per sis cavalls i un altre per sis pomes. Es va anar descobrint que els nombres 

servien per a comptar i comparar coses, i més endavant per a fer operacions amb ells i per a mesurar. 

Amb tot això va sorgir la necessitat de la representació dels nombres i la seua organització en diferents 

sistemes de numeració. 

La humanitat experimentalment va descobrir que la suma i el producte posseïen la propietat 

commutativa o l'associativa. Així va anar traçant-se l'aritmètica com la ciència dedicada a l'estudi dels 

nombres i les seues relacions. L'aritmètica considera les propietats generals dels nombres, fent abstracció 

del particular i concret, podent així aplicar les seues conclusions a casos generals. 

En aquest tema desenvoluparem la construcció axiomàtica del conjunt dels nombres naturals, 

veurem les operacions en aquest conjunt, la relació d'ordre que posseeix i els sistemes de numeració. Els 

coneixements previs que necessitarem per a desenvolupar aquest tema són els relatius a la divisibilitat 

(tema 4) i a les relacions binàries (tema 11). 

1. AXIOMÀTICA DEL NOMBRE NATURAL 

La profunda revisió que va patir la matemàtica en el segle XIX va començar amb la fonamentació 

del concepte de nombre. El conjunt dels nombres naturals va quedar establit mitjançant un sistema 

axiomàtic i, a partir d'ell, es van construir els conjunts de nombres sencers, racionals, reals i complexos. 

A continuació estudiarem els axiomes sobre els quals es basa la construcció dels nombres naturals. 

a. Axiomes de Peano 

Aquests axiomes els va establir Peano a l'ombra de la nova teoria de conjunts apareguda a la fi del 

segle XIX. 
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 A1. El zero és un nombre natural (0 ∈ ℕ). 

 A2. A cada nombre natural 𝑥 ∈ ℕ li correspon un únic nombre natural anomenat següent de 

𝑥 i al que denotem per 𝑠(𝑥). Si 𝑥 ∈ ℕ, 𝑠(𝑥) ∈ ℕ. 

 A3. El zero no és el següent de cap nombre natural (∀𝑥 ∈ ℕ, 0 ≠ 𝑠(𝑥)). 

 A4. Si els següents de dos nombres naturals són iguals, aleshores els dos nombres són iguals 

(𝑠(𝑥) = 𝑠(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ). 

 A5. Principi d’inducció: si un subconjunt de nombres naturals 𝐴 conté al zero i al següent de 

qualsevol nombre que pertanga a 𝐴, aleshores tot nombre natural pertany a 𝐴 i per tant 𝐴 =

ℕ. 

Una de les primeres conseqüències de l’A5 és el mètode de demostració anomenat d’inducció 

completa. Aquest mètode pot utilitzar-se per a provar que tot nombre natural satisfà una propietat P: 

segons dit axioma basta comprovar que l’1 la compleix i que si és certa per a n, ho és per al 𝑠(𝑛). 

Com a conseqüència directa dels axiomes de Peano tenim els següents resultats: 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑠(𝑥) ≠ 𝑠(𝑦). 

 ∀𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 ≠ 𝑠(𝑥). 

 ∀𝑥 ∈ ℕ∗ = ℕ\{0}  ∃! 𝑦 ∈ ℕ / 𝑥 = 𝑠(𝑦). 

Aquest mètode ens permet introduir per recurrència en ℕ, com veurem en el pròxim apartat, dos 

operacions a les que anomenem respectivament suma i producte i l’utilitzarem per demostrar les seues 

propietats. 

2. EL SEMIANELL ORDENAT ℕ 

a. Suma en ℕ 

Definim la suma de nombres naturals com l’aplicació donada per: 

+ ∶  ℕ × ℕ → ℕ 

                 (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 + 𝑦 

Tal que: 

1) 𝑥 + 0 = 𝑥 

2) 𝑥 + 𝑠(𝑦) = 𝑠(𝑥 + 𝑦) 

Vegem ara les propietats que compleix aquesta operació: 

 + és una operació interna, és a dir, que ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ ⇒ 𝑥 + 𝑦 ∈ ℕ. 

Demostració: per inducció sobre y, fixat x. 

Si 𝑦 = 0:  𝑥 + 0 = 𝑥 ∈ ℕ 

Suposem que 𝑥 + 𝑦 ∈ ℕ, vegem que 𝑠(𝑥 + 𝑦) ∈ ℕ. Per definició de ℕ, en concret per l’axioma 

2, açò és cert. 

 

 Associativa: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ, (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 = 𝑥 + (𝑦 + 𝑧). 

Demostració: Fixats x i y, ho provem per inducció sobre z. 

Si 𝑧 = 0 es compleix, doncs (𝑥 + 𝑦) + 0 = 𝑥 + 𝑦 

    𝑥 + (𝑦 + 0) = 𝑥 + 𝑦 

Si per a 𝑧 és cert, veiem que també ho és per a 𝑠(𝑧). 

(𝑥 + 𝑦) + 𝑠(𝑧) = 𝑠((𝑥 + 𝑦) + 𝑧) per definició de suma. 
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𝑠((𝑥 + 𝑦) + 𝑧) = 𝑠(𝑥 + (𝑦 + 𝑧)) per hipòtesi d’inducció. 

𝑠(𝑥 + (𝑦 + 𝑧)) = 𝑥 + 𝑠(𝑦 + 𝑧) = 𝑥 + (𝑦 + 𝑠(𝑧)) per definició de suma. 

 

 Existència d’element neutre: ∃ 0 ∈ ℕ / 𝑥 + 0 = 𝑥 = 0 + 𝑥  ∀𝑥 ∈ ℕ. 

Demostració: per la definició de suma, 𝑥 + 0 = 𝑥 

Vegem que 0 + 𝑥 = 𝑥. Per inducció. 

Si 𝑥 = 0, 0 + 0 = 0 

Si és cert per a x, vegem que ho és per a 𝑠(𝑥): 

0 + 𝑠(𝑥) = 𝑠(0 + 𝑥) per definició de suma. 

𝑠(0 + 𝑥) = 𝑠(𝑥) per hipòtesi d’inducció. 

 

 Commutativa: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥. 

Abans de demostrar aquesta propietat, vegem la següent nota. 

Nota: com 𝑥 + 0 = 𝑥, 𝑠(𝑥) = 𝑠(𝑥 + 0) = 𝑥 + 𝑠(0). Si anomenem 1 = 𝑠(0) tenim que 𝑠(𝑥) =

𝑥 + 1. 

Vegem ara la demostració de la propietat commutativa. 

Demostració: fixat x, ho provem per inducció sobre y. 

Si 𝑦 = 0, 𝑥 + 0 = 0 + 𝑥. 

Si és cert per a 𝑦 = 1  (𝑥 + 1 = 1 + 𝑥), vegem que ho és per a 𝑠(1): 

𝑥 + 𝑠(1) = 𝑥 + (1 + 1) = (𝑥 + 1) + 1 = (1 + 𝑥) + 1 = 

= 1 + (𝑥 + 1) = 1 + (1 + 𝑥) = (1 + 1) + 𝑥 = 𝑠(1) + 𝑥 

 

Si és cert per a y  (𝑥 + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥), vegem que ho és per a 𝑠(𝑦): 

𝑥 + 𝑠(𝑦) = 𝑥 + (𝑦 + 1) = (𝑥 + 𝑦) + 1 = (𝑦 + 𝑥) + 1 = 

= 𝑦 + (𝑥 + 1) = 𝑦 + (1 + 𝑥) = (𝑦 + 1) + 𝑥 = 𝑠(𝑦) + 𝑥 

 

 Cap nombre natural, excepte el zero, té simètric: si 𝑥 + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 0. 

Demostració: raonem per reducció a l’absurd. Siga 𝑥 + 𝑦 = 0 amb 𝑦 ≠ 0. Com 𝑦 ≠ 0, per la 

conseqüència III dels axiomes de Peano, ∃𝑧 ∈ ℕ / 𝑦 = 𝑠(𝑧) = 𝑧 + 1. 

Aleshores 𝑥 + 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 + 𝑧 + 1 = 0 ⇒ 𝑠(𝑥 + 𝑧) = 0. Contradicció amb l’axioma 3. 

 

 Si 𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 ⇒ 𝑥 = 𝑦 ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ 

Demostració: per inducció sobre z. 

Si 𝑧 = 0, és evident. 

Suposem que 𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 implica que 𝑥 = 𝑦. Vegem que es compleix per a 𝑠(𝑧): 

Si 𝑥 + 𝑠(𝑧) = 𝑦 + 𝑠(𝑧) ⇒ 𝑠(𝑥 + 𝑧) = 𝑠(𝑦 + 𝑧) ⇒ 𝑥 + 𝑧 = 𝑦 + 𝑧 ⇒ 𝑥 = 𝑦 

 

Aleshores (ℕ, +) és un semigrup abelià amb element neutre 0. 

b. Producte en ℕ 

Definim el producte de nombres naturals com l’aplicació donada per: 

· ∶  ℕ × ℕ → ℕ 

                 (𝑥, 𝑦) ↦ 𝑥 · 𝑦 

Tal que: 

1) 𝑥 · 0 = 0 

2) 𝑥 · 𝑠(𝑦) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 
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Vegem ara les propietats que compleix aquesta operació: 

 · és una operació interna, és a dir, que ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ ⇒ 𝑥 · 𝑦 ∈ ℕ. 

Demostració: per inducció sobre y, fixat x. 

Si 𝑦 = 0:  𝑥 · 0 = 0 ∈ ℕ 

Suposem que 𝑥 · 𝑦 ∈ ℕ, vegem que 𝑠(𝑥 · 𝑦) ∈ ℕ. Per definició de ℕ, en concret per l’axioma 2, 

açò és cert. 

 

 Distributiva de · respecte de + : ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ, (𝑥 + 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 · 𝑧, 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 

Demostració: provem una d’elles per inducció, l’altra és anàloga. 

Si 𝑧 = 0 es compleix, doncs 𝑥 · (𝑦 + 0) = 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · 𝑦 + 0 = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 0 

Si per a z és cert (𝑥 · (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧), vegem que ho és per a 𝑠(𝑧): 

𝑥 · (𝑦 + 𝑠(𝑧)) = 𝑥 · 𝑠(𝑦 + 𝑧) = 𝑥 · (𝑦 + 𝑧) + 𝑥 = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑧 + 𝑥 = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 𝑠(𝑧) 

 

 Associativa: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ, (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) 

Demostració: Fixats x i y, ho provem per inducció sobre z. 

Si 𝑧 = 0 es compleix, doncs (𝑥 · 𝑦) · 0 = 0 = 𝑥 · 0 = 𝑥 · (𝑦 · 0) 

Si per a z és cert ((𝑥 · 𝑦) · 𝑧 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧)), vegem que ho és per a 𝑠(𝑧): 

(𝑥 · 𝑦) · 𝑠(𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧 + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) + 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑦 · 𝑧 + 𝑦) = 𝑥 · (𝑦 · 𝑠(𝑧)) 

 

 Existència d’element neutre: ∀𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 · 1 = 𝑥 = 1 · 𝑥 

Demostració: 𝑥 · 1 = 𝑥 · 𝑠(0) = 𝑥 · 0 + 𝑥 = 0 + 𝑥 = 𝑥 

Vegem 1 · 𝑥 = 𝑥 per inducció: 

Si 𝑥 = 0, 1 · 0 = 0 

Suposem 1 · 𝑥 = 𝑥, vegem 1 · 𝑠(𝑥) = 𝑠(𝑥) 

1 · 𝑠(𝑥) = 1 · 𝑥 + 1 = 𝑥 + 1 = 𝑠(𝑥) 

 

 Existència d’element absorbent: ∀𝑥 ∈ ℕ, 0 · 𝑥 = 0 

Demostració: per inducció sobre x. 

Si 𝑥 = 0, 0 · 0 = 0 

Suposem 0 · 𝑥 = 0, vegem 0 · 𝑠(𝑥) = 0: 

0 · 𝑠(𝑥) = 0 · 𝑥 + 0 = 0 + 0 = 0 

 

 Commutativa: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 

Demostració: per inducció sobre y. 

Si 𝑦 = 0, 𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥 

Si es compleix per a y (𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥), vegem que es compleix per a 𝑠(𝑦): 

𝑥 · 𝑠(𝑦) = 𝑥 · (𝑦 + 1) = 𝑥 · 𝑦 + 𝑥 · 1 = 𝑦 · 𝑥 + 1 · 𝑥 = (𝑦 + 1) · 𝑥 = 𝑠(𝑦) · 𝑥 

 

 En ℕ no hi ha divisors de zero: 𝑥 · 𝑦 = 0 ⇒ 𝑥 = 0  𝑜  𝑦 = 0. 

Demostració: per reducció a l’absurd. Siga 𝑥 · 𝑦 = 0 amb 𝑥 · 𝑦 ≠ 0. Com 𝑦 ≠ 0, ∃𝑧 ∈ ℕ / 𝑦 =

𝑠(𝑧) = 𝑧 + 1. Aleshores 𝑥 · 𝑦 = 0 → 𝑥 · (𝑧 + 1) = 𝑥 · 𝑧 + 𝑥 = 0 → 𝑥 = 0 

 

 Cap nombre natural, excepte l’1, té simètric: si 𝑥 · 𝑦 = 1 ⇒ 𝑥 = 𝑦 = 1 

Demostració: per reducció a l’absurd. Siga 𝑥 · 𝑦 = 1 amb 𝑥, 𝑦 ≠ 1. Siguen 𝑡, 𝑣 ∈ ℕ / 𝑥 = 𝑡 + 1 i 

𝑦 = 𝑣 + 1. 

1 = 𝑥 · 𝑦 = 𝑥 · (𝑣 + 1) = 𝑥 · 𝑣 + 𝑥 · 1 = 𝑥 · 𝑣 + 𝑥 = 𝑥 · 𝑣 + 𝑡 + 1 = 1 

Per l’axioma 4, 𝑥 · 𝑣 + 𝑡 = 0, i com cap nombre natural excepte el zero té simètric per a la 

suma, tenim que 𝑥 · 𝑣 = 0 = 𝑡  ⇒   𝑥 = 1  𝑖  𝑦 = 1. 
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 Si 𝑧 ≠ 0, 𝑥 · 𝑧 = 𝑦 · 𝑧  ⇒   𝑥 = 𝑦 

Demostració: Si 𝑧 = 1 és cert, doncs 𝑥 · 1 = 𝑦 · 1 ⇒  𝑥 = 𝑦 

Suposem que 𝑥 · 𝑧 = 𝑦 · 𝑧 ⇒ 𝑥 = 𝑦. Vegem que 𝑥 · 𝑠(𝑧) = 𝑦 · 𝑠(𝑧) ⇒ 𝑥 = 𝑦 

𝑥 · 𝑠(𝑧) = 𝑦 · 𝑠(𝑧) ⇒ 𝑥 · 𝑧 + 𝑥 = 𝑦 · 𝑧 + 𝑦 ⇒ 𝑥 · 𝑧 + 𝑧 = 𝑥 · 𝑧 + 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦 

Aleshores (ℕ,·) és un semigrup abelià amb element neutre 1 y (ℕ, +,·) és un semianell abelià. 

c. Ordre en ℕ 

Donats dos nombres naturals 𝑥 i 𝑦, diem que 𝑥 és menor o igual que 𝑦, i ho denotarem per 𝑥 ≤ 𝑦  sii 

∃𝑎 ∈ ℕ / 𝑥 + 𝑎 = 𝑦. Diem també que 𝑦 és major o igual que 𝑥 i ho denotem per 𝑦 ≥ 𝑥. Per expressar que 

𝑥 és menor estricte que 𝑦 escriurem 𝑥 < 𝑦. 

Anem a veure que la relació binària “ser menor o igual que” és una relació d’ordre total: 

 Reflexiva: ∀𝑥 ∈ ℕ, 𝑥 ≤ 𝑥 

Demostració: es compleix ja que ∃ 0 ∈ ℕ / 𝑥 + 0 = 𝑥 

 

 Antisimètrica: ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, si 𝑥 ≤ 𝑦 e 𝑦 ≤ 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑦 

Demostració: Com 𝑥 ≤ 𝑦, ∃𝑎 ∈ ℕ / 𝑥 + 𝑎 = 𝑦, i com 𝑦 ≤ 𝑥, ∃𝑏 ∈ ℕ / 𝑦 + 𝑏 = 𝑥. 

Així, 𝑥 + 𝑎 = 𝑦 ⇒ 𝑦 + 𝑏 + 𝑎 = 𝑦 ⇒ 𝑏 + 𝑎 = 0 ⇒ 𝑎 = 𝑏 = 0 ⇒ 𝑥 = 𝑦 

 

 Transitiva: ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℕ, si 𝑥 ≤ 𝑦 i 𝑦 ≤ 𝑧 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑧 

Demostració: Com 𝑥 ≤ 𝑦, ∃𝑎 ∈ ℕ / 𝑥 + 𝑎 = 𝑦, i com 𝑦 ≤ 𝑧, ∃𝑏 ∈ ℕ / 𝑦 + 𝑏 = 𝑧. 

Així, 𝑥 + 𝑎 = 𝑦 ⇒ 𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑧 ⇒ ∃𝑎 + 𝑏 ∈ ℕ / 𝑥 + 𝑎 + 𝑏 = 𝑧 ⇒ 𝑥 ≤ 𝑧 

 

Amb les propietats anteriors tenim demostrat que ≤ és una relació d’ordre. Vegem que és d’ordre 

total: 

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℕ, 𝑥 ≤ 𝑦 o 𝑦 ≤ 𝑥 

Demostració: fixem 𝑦, i provem per inducció sobre 𝑥. 

Si 𝑥 = 0 es compleix, doncs 0 ≤ 𝑦 ∀𝑦 ∈ ℕ 

Suposem que es compleix que 𝑦 ≤ 𝑥, és a dir, que ∃𝑎 ∈ ℕ / 𝑦 + 𝑎 = 𝑥. Aleshores 

𝑥 + 1 = 𝑦 + 𝑎 + 1 ⇒ 𝑦 ≤ 𝑥 + 1 ⇒ 𝑦 ≤ 𝑠(𝑥) 

Suposem ara que tenim el cas contrari, 𝑥 ≤ 𝑦, és a dir, que ∃𝑎 ∈ ℕ / 𝑥 + 𝑎 = 𝑦. Podem suposar 

𝑥 ≠ 𝑦 ja que el cas 𝑥 = 𝑦 està inclòs en el cas anterior. Aleshores 𝑎 ≠ 0 ⇒ ∃𝑏 ∈ ℕ / 𝑏 + 1 =

𝑎 ⇒ 𝑥 + 𝑏 + 1 = 𝑦 ⇒ 𝑥 + 1 ≤ 𝑦 ⇒ 𝑠(𝑥) ≤ 𝑦 

 

Així, ≤ és d’ordre total i direm que (ℕ, ≤) és totalment ordenat. 

d. Divisió en ℕ 

Vegem ara amb la següent proposició com dividir nombres naturals. Necessitarem açò per al 

teorema fonamental de la numeració que veurem en l’apartat 3. 

Teorema: siga 𝑦 ∈ ℕ∗. Per a cada 𝑥 ∈ ℕ ∃! 𝑞, 𝑟 ∈ ℕ  / 𝑥 = 𝑞 · 𝑦 + 𝑟, con 𝑟 < 𝑦. A 𝑞 se li anomena 

quocient de la divisió de 𝑥 entre 𝑦 i a 𝑟, residu. 

Demostració: ho provem per inducció sobre 𝑥. 

Si 𝑥 = 0, hi ha prou amb prendre 𝑞 = 𝑟 = 0. 

Suposem que ∃𝑞, 𝑟 ∈ ℕ / 𝑥 = 𝑞 · 𝑦 + 𝑟, 𝑟 < 𝑦. Vegem que es compleix per a 𝑠(𝑥). 

Com 𝑥 = 𝑞 · 𝑦 + 𝑟 ⇒ 𝑠(𝑥) = 𝑞 · 𝑦 + 𝑠(𝑟) 

Pot passar que: 

1) 𝑠(𝑟) < 𝑦, i ja ho tindríem, 
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2) 𝑠(𝑟) = 𝑦 ⇒ 𝑠(𝑥) = 𝑞 · 𝑦 + 𝑦 = (𝑞 + 1) · 𝑦 + 0 i per tant 𝑠(𝑥) ho verifica. 

Hem provat l’existència. Provem ara la unicitat. 

Suposem que ∃𝑞1, 𝑞2, 𝑟1, 𝑟2 ∈ ℕ / 𝑞1 · 𝑦 + 𝑟1 = 𝑥 = 𝑞2 · 𝑦 + 𝑟2, amb 𝑟1, 𝑟2 < 𝑦. Volem veure que 𝑟1 = 𝑟2 i 

𝑞1 = 𝑞2. 

Suposem 𝑟1 < 𝑟2 ⇒ 𝑞2 < 𝑞1. Aleshores 

𝑞2 + 1 ≤ 𝑞1 ⇒ 𝑞2 · 𝑦 + 𝑦 ≤ 𝑞1 · 𝑦 ⇒ 𝑞2 · 𝑦 + 𝑟2 = 𝑞1 · 𝑦 + 𝑟1 ≥ 𝑞2 · 𝑦 + 𝑦 + 𝑟1 ⇒ 𝑟2 ≥ 𝑦 + 𝑟1 ≥ 𝑦 # 

Així, 𝑟1 = 𝑟2 i per tant 𝑞1 · 𝑦 = 𝑞2 · 𝑦 ⇒ 𝑞1 = 𝑞2. 

3. SISTEMES DE NUMERACIÓ 

a. Definició 

Els sistemes de numeració antics eren additius. Aquests sistemes presenten dos desavantatges 

principals: el primer és que, a mesura que els nombres es fan més grans, es necessiten cada vegada més 

símbols i el segon, i de major importància, és que les operacions amb aquests nombres es fan 

summament difícils i quedaven reservades als especialistes. 

D'altra banda, la invenció de la notació posicional, on el valor dels signes depenen de la posició que 

ocupen dins de l'estructura, facilita els càlculs i a més els nombres són expressats utilitzant un xicotet 

conjunt de símbols, anomenats dígits; que en el nostre sistema decimal són els nombres aràbics. 0,1....9. 

L'ús del deu com a base està íntimament lligat al fet físic de tindre deu dits per a comptar. 

No obstant això, hi ha lèxic en altres llengües que mostren vestigis d'altres bases com la base 20. Els 

astrònoms babilònics utilitzaven la base 60, que hui dia roman vigent en el còmput del temps i en la 

mesura de graus. Des d'un punt de vista teòric, el sistema posicional de base 2 destaca com aquell amb 

la menor base possible, sent els seus únics dígits el 0 i el 1, però posseeix el desavantatge de la longitud 

de les seues expressions per a representar nombres xicotets. Hui en dia és molt important, ja que s'utilitza 

en computació. 

b. Teorema fonamental de la numeració. Propietats 

La representació escrita dels nombres naturals es fonamenta en el fet en el que tot nombre natural es 

pot expressar com a combinació lineal de potències de la base elegida, com ens mostra el següent 

resultat. 

Teorema fonamental de la numeració: donada una base 𝑏 (𝑏 ∈ ℕ, 𝑏 > 1), tot nombre natural 𝑥 ∈ ℕ 

pot expressar-se de forma única como: 

𝑥 = 𝑟0 + 𝑟1𝑏 + 𝑟2𝑏2 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘, amb 𝑟𝑖 ∈ ℕ, 𝑟𝑖 < 𝑏 ∀𝑖 = 0, … , 𝑘 

Demostració: Si 𝑥 < 𝑏, prendríem 𝑟0 = 𝑥 i 𝑟𝑖 = 0 ∀𝑖 ≠ 0 

Suposem que 𝑥 ≥ 𝑏. Dividim 𝑥 entre 𝑏. Si el quocient 𝑞1 ≥ 𝑏, dividim 𝑞1 entre 𝑏 i així successivament 

fins obtindre un quocient menor que 𝑏. S’obté que: 

𝑥 = 𝑞1𝑏 + 𝑟0,   𝑟0 < 𝑏 

𝑞1 = 𝑞2𝑏 + 𝑟1,   𝑟1 < 𝑏 

𝑞2 = 𝑞3𝑏 + 𝑟2,   𝑟2 < 𝑏 

… 

𝑞𝑘−1 = 𝑞𝑘𝑏 + 𝑟𝑘−1,   𝑟𝑘−1 < 𝑏 

𝑞𝑘 = 𝑟𝑘,   𝑟𝑘 < 𝑏 

Açò és possible doncs 𝑞1 > 𝑞2 > 𝑞3 > ⋯ 

Així 𝑥 = 𝑟0 + 𝑟1𝑏 + 𝑟2𝑏2 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘 y tenim provada l’existència. Provem ara la unicitat. 

Suposem que ∃𝑠𝑗 ∈ ℕ, 𝑠𝑗 < 𝑏 ∀𝑗 = 0, … , 𝑙, tals que 𝑟0 + 𝑟1𝑏 + 𝑟2𝑏2 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘 = 𝑠0 + 𝑠1𝑏 + 𝑠2𝑏2 + ⋯ +

𝑠𝑙𝑏𝑙. 
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Si 𝑘 < 𝑙, tindríem que: 

𝑟0 + 𝑟1𝑏 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘 ≤ (𝑏 − 1)(1 + 𝑏 + ⋯ + 𝑏𝑘) = 𝑏𝑘+1 − 1 < 𝑏𝑙 ≤ 𝑠0 + 𝑠1𝑏 + ⋯ + 𝑠𝑙𝑏𝑙 

Que és una contradicció, amb la qual cosa 𝑘 = 𝑙 i 

𝑥 = 𝑟0 + 𝑟1𝑏 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘 = 𝑠0 + 𝑠1𝑏 + ⋯ + 𝑠𝑘𝑏𝑘 = 𝑟0 + (𝑟1 + 𝑟2𝑏 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘−1)𝑏 =

= 𝑠0 + (𝑠1 + 𝑠2𝑏 + ⋯ + 𝑠𝑘𝑏𝑘−1)𝑏 

On ambdues expressions coincideixen amb la divisió de 𝑥 entre 𝑏. Per unicitat del quocient i el residu, 

𝑟0 = 𝑠0 i 𝑟1 + 𝑟2𝑏 + ⋯ + 𝑟𝑘𝑏𝑘−1 = 𝑠1 + 𝑠2𝑏 + ⋯ + 𝑠𝑘𝑏𝑘−1. Reiterant el procés obtenim que 𝑟𝑖 = 𝑠𝑖  ∀𝑖 =

0, … , 𝑘. 

A aquesta expressió l’anomenem expressió polinòmica del nombre 𝑥 en base 𝑏. 

 

A partir del resultat anterior podem extraure les següents propietats de la numeració: 

1) Els nombres 𝑏, 𝑏2, 𝑏3, … s’expressen, respectivament, en el sistema de base 𝑏, per 

10, 100, 1000 … 

2) Un nombre 𝑥 en base 𝑏 té 𝑟 xifres si i sols si 𝑏𝑟−1 ≤ 𝑥 < 𝑏𝑟 

3) Si 𝑥, 𝑦 ∈ ℕ / 𝑥𝑏) té 𝑟 xifres i 𝑦𝑏) té 𝑠 xifres amb 𝑠 < 𝑟, aleshores 𝑦 < 𝑥. (El nombre amb més xifres 

és major). 

4) Si 𝑥𝑏) i 𝑦𝑏) tenen el mateix nombre de xifres, aleshores 𝑥 > 𝑦 si la primera xifra de 𝑥 distinta de 

𝑦 (començant per l’esquerra) és major que aquesta. 

c. Canvis de base 

Hi ha ocasions en les que ens és necessari canviar d’un sistema de numeració a altre. Vegem com 

passar un nombre de base 𝑏 a base 𝑏′: 

 Passar de base 𝑏 a base 𝑏′ = 10. 

Per a passar 𝑥𝑏) a base 10 és suficient amb emprar la seua expressió polinòmica i fer les 

operacions en base 10. 

Exemple: 1234) = 1 · 42 + 2 · 41 + 3 = 16 + 8 + 3 = 2710) 

 

 Passar de base 𝑏 = 10 a base 𝑏′. 

Per a passar 𝑥10) a base 𝑏′ podem dur a terme el mètode de divisió successiva utilitzat en la 

demostració del teorema fonamental de la numeració, prenent per a l’expressió del nombre 

en base 𝑏′ com a primera xifra de l’esquerra l’últim quocient i a continuació la successió dels 

residus en ordre invers. 

Exemple: 2710) = 1234) 

 

 Passar de base 𝑏 ≠ 10 a base 𝑏′ ≠ 10 

Per a fer-ho hi ha prou amb combinar els procediments anteriors, passant de base 𝑏 a base 

10 i després de base 10 a base 𝑏′. 

Exemple: 1234) = 2710) = 1025) 
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CONCLUSIÓ 

Acabem ací el tema 1, havent desenvolupat els apartats que ens exigia el títol del mateix. En el 

desenvolupament del tema hem vist que (ℕ, +) és un semigrup abelià amb element neutre 0. 

Necessitarem ampliar ℕ a un conjunt que complisca que tot element que conté tinga simètric per a la 

suma. Serà el conjunt dels enters, ℤ, i (ℤ, +) serà grup abelià. ho veurem en el tema 4. 

La noció de nombre natural apareix en tots els cursos de l’educació secundària i batxillerat, donat 

que és un element principal en el coneixement matemàtic. En concret, en la LOMLOE queda recollit el 

seu estudi en el bloc de sentit numèric i de les operacions, donat que en aquest bloc es treballa el 

conjunt de sabers bàsics relacionats amb la comprensió i significat de nombre, la seua natura, 

representació, simbolització i el seu ús en les relacions, propietats, operacions i estratègies del càlcul. 
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