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0. INTRODUCCIO

Va haver de passar molt de temps fins que la humanitat aprenguera a representar amb el mateix
simbol un conjunt format per sis cavalls i un altre per sis pomes. Es va anar descobrint que els nombres
servien per a comptar i comparar coses, i més endavant per a fer operacions amb ells i per a mesurar.
Amb tot cixd va sorgir la necessitat de la representacid dels nombres i la seua organitzacié en diferents
sistemes de numeracid.

La humanitat experimentalment va descobrir que la suma i el producte posseien la propietat
commutativa o l'associativa. Aixi va anar tracant-se I'aritmética com la ciencia dedicada a I'estudi dels
nombres i les seues relacions. L'aritmética considera les propietats generals dels nombres, fent abstraccid
del particulari concret, podent cixi aplicar les seues conclusions a casos generals.

En aqguest tema desenvoluparem la construccidé axiomdtica del conjunt dels nombres naturals,
veurem les operacions en aquest conjunt, la relacié d'ordre que posseeixi els sistemes de numeracid. Els
coneixements previs que necessitarem per a desenvolupar aquest tema sén els relatius a la divisibilitat
(tema 4) i ales relacions bindries (tema 11).

1. AXIOMATICA DEL NOMBRE NATURAL

La profunda revisié que va patir la matematica en el segle XIX va comencar amb la fonamentacid
del concepte de nombre. El conjunt dels nombres naturals va quedar establit mitjancant un sistema
axiomatic i, a partir d'ell, es van construir els conjunts de nombres sencers, racionals, reals i complexos.

A continuacié estudiarem els axiomes sobre els quals es basa la construccidé dels nombres naturals.

a. Axiomes de Peano

Aquests axiomes els va establir Peano a I'ombra de la nova teoria de conjunts apareguda a la fi del
segle XIX.



e Al.Elzero és un nombre natural (0 € N).

e A2. A cada nombre natural x € N i correspon un Unic nombre natural anomenat seglent de
x i al que denotem pers(x).Six € N, s(x) € N.

e A3.Elzero no és el seglent de cap nombre natural (Vx € N, 0 # s(x)).

e A4, Si els segUents de dos nombres naturals sén iguals, aleshores els dos nomibres sén iguals
) =s(y)=>x=yVYx,y€eN).

e A5, Principi d'induccid: si un subconjunt de nombres naturals A conté al zero i al segUent de
qualsevol nombre que pertanga a A, aleshores tot nombre natural pertany a A i per tant 4 =
N.

Una de les primeres conseqUencies de I'A5 és el metode de demostracidé anomenat d’'induccié
completa. Aquest métode pot utilitzar-se per a provar que tot nombre natural satisfd una propietat P:
segons dit axioma basta comprovar que I'1 la compleix i que si €s certa per a n, ho és per al s(n).

Com a conseqgUeéencia directa dels axiomes de Peano tenim els segUents resultats:

e Vx,yeENx=#y=s(x)#s(y).
o Vx €N, x#s(x).
e Vx €N =N\{0} 3'lyeN/x=s5(y).

Aqguest metode ens permet introduir per recurréncia en N, com veurem en el proxim apartat, dos
operacions a les que anomenem respectivament suma i producte i |I'ufilitzarem per demostrar les seues
propietats.

2. EL SEMIANELL ORDENAT N

a. SumaenN

Definim la suma de nombres naturals com I'aplicacié donada per:

+: NXN->N

(xy) P x+y
Tal que:

1) x+0=x
2) x+s@)=s(x+y)

Vegem ara les propietats que compleix aquesta operacio:

e +ésuna operacidinterna, €s a dir, que Vx,y EN=>x+y € N.
Demostracid: perinduccid sobre vy, fixat x.
S§iy=0:x+0=x€N
Suposem que x +y € N, vegem que s(x + y) € N. Per definicié de N, en concret per I'axioma
2, aco és cert.

e Associativa:Vx,y,z€N, (x+y)+z=x+ (y+2).
Demostracid: Fixats x iy, ho provem perinduccid sobre z.
Siz=0escompleix,doncs (x+y)+0=x+7y

x+W@+0)=x+y
Si per a z és cert, veiem que també ho és per a s(z).
(x +y) +s(z2) = s((x + y) + z) per definicié de suma.



s((x +y)+ z) = s(x + (y + 2)) per hipodtesi d'induccid.
s(x + (y+ z)) =x+s(y+2z)=x+ (y+s(2)) per definicié de suma.

e Existéncia d'element neutre:30EN/x+0=x=0+x Vx €N.
Demostracié: per la definicid de suma, x + 0 = x
Vegem que 0 + x = x. Perinduccio.
Six=0,0+0=0
Si és cert per a x, vegem que ho és per a s(x):
0+ s(x) = s(0 + x) per definicié de suma.
s(0 + x) = s(x) per hipotesi d'induccid.

o Commutativa:vVx,y €N, x +y =y +x.

Abans de demostrar aquesta propietaf, vegem la seguent nota.

Nota: com x + 0 =x, s(x) =s(x +0) = x +s(0). Si anomenem 1 = s(0) tenim que s(x) =

x+1.

Vegem ara la demostracid de la propietat commutativa.

Demostracid: fixat x, ho provem perinduccid sobre .

Siy=0,x+0=0+x.

Siéscetperay=1 (x+1=1+4x), vegem que ho és per a s(1):
x+s(D)=x+0+D)=x+D)+1=>0A+x)+1=
=1+(x+D)=1+1+x)=1+D+x=s1)+x

Siéscertperay (x+y=1y+x), vegem que ho és per as(y):
x+s()=x+@+D)=x+y)+1=w+x)+1=
=y+x+D=y+0Q+x)=@+D+x=s(y)+x

e Cap nombre natural, excepte el zero, té simeétric:six +y=0 > x =y = 0.
Demostracio: raonem per reduccié a I'absurd. Sigax +y =0 amb y # 0. Com y # 0, per la
conseqUencia lll dels axiomes de Peano, 3z€ N /y =5s(z) =z + 1.
Aleshoresx +y=0=>x+z+1=0=s(x +z) = 0. Contradiccié amb I'axioma 3.

e Six+z=y+z>=>x=yVx,y,z€N
Demostracid: perinduccid sobre z.
Siz =0, és evident.
Suposem que x + z = y + z implica que x = y. Vegem que es compleix per a s(z):
Six+s(@z)=y+s(@)=2s(x+z)=s(y+z)=2x+z=y+z=>x=y

Aleshores (N, +) é€s un semigrup abelid amb element neutre 0.
b. Producte en N
Definim el producte de nombres naturals com I'aplicacié donada per:
-: NXN->N
(xy)=x-y
Tal que:

1) x-0=0
2) x-s(y)=x-y+x



Vegem ara les propietats que compleix aquesta operacio:

* és una operacid interng, és adir, que Vx,y EN=>x -y €N.

Demostracid: perinduccid sobre v, fixat x.

Siy=0:x-0=0€N

Suposem que x - y € N, vegem que s(x - y) € N. Per definicié de N, en concret per I'axioma 2,
aco és cert.

Distibutiva de * respecte de + :Vx,y,z €N, (x+y)-z=x-z2+y -z, x-(y+z)=x-y+x -z

Demostracid: provem una d’elles perinduccid, I'altra és andloga.

Siz=0escompleix, doncsx-(y+0)=x-y=x-y+0=x-y+x-0

Siperazéscert(x:-(y+z)=x-y+x-z), vegem que ho és per a s(z):
x-(y+s(z))=x-s(y+z)=x-(y+z)+x=x-y+x~z+x=x-y+x-s(z)

Associativa: Vx,y,z€N,(x-y)-z=x-(y-2)

Demostracid: Fixats x iy, ho provem perinduccid sobre z.

Siz=0escompleix,doncs (x-y)-0=0=x-0=x-(y-0)

Siperazéscert((x-y)-z=x-(y-z)), vegem que ho és per a s(z):
(x-y)s@=&y)z+x-y=x-y-2)+x-y=x-y-z+y)=x-(y-s(2))

Existencia d'element neutre: Vx €N, x-1=x=1-x

Demostracié:x-1=x-s(0)=x-0+x=0+x=x

Vegem 1 - x = x perinduccid:

Six=0,1-0=0

Suposem 1-x =x, vegem 1 - s(x) = s(x)
1-s(x)=1-x+1=x+1=s)

Existéncia d'element absorbent: Vx €N, 0-x =0

Demostracid: perinduccid sobre x.

Six=0,0-0=0

Suposem 0 -x =0,vegemO0-s(x) = 0:
0:s(x)=0-x+0=0+0=0

Commutativa: vVx,y €N, x -y =y -x

Demostracid: perinduccid sobre .

Siy=0,x-0=0=0-x

Sies compleixperay (x -y =y-x), vegem que es compleix per a s(y):
x-s()=x-y+D)=x-y+x-1=y-x+1-x=W+1)-x=s) x

En N no hi ha divisors de zero:x -y =0 =x =0 o y = 0.
Demostracio: per reduccio a lI'absurd. Sigax-y=0ambx-y#0.Comy#0,3z€N /y =
s(z)=z+ 1. Aleshoresx - y=0-x-(z+1)=x-z+x=0-x=0

Cap nombre natural, excepte I'l, té simetric:six - y=1 sx=y =1
Demostracid: per reduccié al’'absurd. Sigax -y =1amb x,y # 1. Siguent,v e N/ x =t + 1i
y=v+1.

l=xy=x-w+)=xv+x-1=x-v+x=x-v+t+1=1
Per I'axioma 4, x - v+t =0, i com cap nombre natural excepte el zero té simetric per a la
suma, fenimquex-v=0=t = x=11iy=1.



e Siz¥0,x-z=y-z = x=y
Demostracio:Siz=1éscerf,doncsx-1=y-1 =2 x=y
Suposemquex-z=y-z =2x=y.Vegemquex-s(z) =y -s(z)=2x=y
x-s(2)=y-s(@)=>x-z+x=y-z+y =2x-z+z=x-z+y 2x=y

Aleshores (N,-) €s un semigrup abelia amb element neutre 1y (N, +,-) &€s un semianell abelid.

c. OrdreenN

Donats dos nombres naturals x i y, diem que x és menor o igual que y, i ho denotarem perx <y sii
Jda € N/ x + a = y. Diem també que y és major o igual que x i ho denotem per y = x. Per expressar que
x és menor estricte que y escriurem x < y.

Anem a veure que la relacidé bindria “ser menor o igual que” és una relacié d'ordre total:

e Reflexiva:Vx e N, x < x
Demostracié: es compleixjaquedI0eEN/x+0=x

e Anfisimetrica:Vx,yEN,six<yey<x=>x=y
Demostracio: Comx <y, 3aeN/x+a=y,icomy<x, 3beN/y+b =x.
Aixi, x+a=y=>y+b+a=y=>b+a=0=2a=b=0>x=y

e Transitiva:Vx,y,z€EN,six <yiy<z=>x<z
Demostracio: Comx <y, 3aeN/x+a=y,icomy<z IbeN/y+b =2z
Axix+a=y=>x+a+b=z=>3Ja+beEN/x+a+b=z>x<z

Amb les propietats anteriors tenim demostrat que < és una relacid d'ordre. Vegem que és d'ordre
total:
e Vx,yeEN x<yoy<x
Demostracio: fixem y, i provem per induccid sobre x.
Six =0 escompleix, doncs0 <y Vy eEN
Suposem que es compleix que y<x, és a dir, que 3a€N / y+a=x. Aleshores
x+l=y4+a+1=2y<x+1=2y<s)

Suposem ara que tenim el cas contrar, x <y, és a dir, que 3a E N / x + a = y. Podem suposar
x #y ja que el cas x =y estd inclos en el cas anterior. Aleshoresa+0=3b€eN /b+1=
a=>x+b+1=y=2>x+1<y=>s(x)<y

Aixi, < és d'ordre totali direm que (N, <) és totalment ordenat.
d. Divisié en N

Vegem ara amb la segUent proposicid com dividir nombres naturals. Necessitarem acd per al
teorema fonamental de la numeracié que veurem en I'apartat 3.

Teorema: siga y € N*. Per a cada x EN3lgqreN /x=qg-y+r, conr<y. A q seli anomena
quocient de la divisié de x entre y i a r, residu.

Demostracid: ho provem perinduccid sobre x.
Six =0, hi haprou amb prendre g =r = 0.
Suposemquedq,r EN/x =q-y+r,r <y.Vegem que es compleix per a s(x).
Comx=q-y+r=s(x)=q-y+s()
Pot passar que:
1) s(r) <y, ijahotindriem,



2) sN)=y=>s(x)=q-y+y=(q+1)- -y+0ipertants(x) ho verifica.
Hem provat I'existéncia. Provem ara la unicitat.
Suposem que 3q4,q,, 11,7, EN/q-y+1ry=x=q,-y+1r,, ambr,r, <y.Volemveure quer; =1y i
q1 = qz.
Suposemr; <1, = g, < qq. Aleshores
A1 > Yy+tY<q Y20 y+tn=q¢ - y+tn2q - ytytn=>n2y+nrn2y#

AiXi,ry =ryipertantq -y =q, -y = q1 = q5.

3. SISTEMES DE NUMERACIO

a. Definicio

Els sistemes de numeracié antics eren additius. Aquests sistemes presenten dos desavantatges
principals: el primer és que, a mesura que els nombres es fan més grans, es necessiten cada vegada més
simbols i el segon, i de major importdncia, és que les operacions amb aquests nombres es fan
summament dificils i quedaven reservades als especialistes.

D'altra banda, la invencié de la notacid posicional, on el valor dels signes depenen de la posicié que
ocupen dins de l'estructura, facilita els calculs i a més els nombres sén expressats utilitzant un xicotet
conjunt de simbols, anomenats digits; que en el nostre sistema decimal sén els nombres ardbics. 0,1....9.
L'Us del deu com a base estd infimament lligat al fet fisic de tindre deu dits per a comptar.

No obstant qixo, hi ha lexic en altres llengles que mostren vestigis d'altres bases com la base 20. Els
astronoms babilonics utilitzaven la base 60, que hui dia roman vigent en el comput del temps i en la
mesura de graus. Des d'un punt de vista tedric, el sistema posicional de base 2 destaca com aquell amb
la menor base possible, sent els seus Unics digits el 0i el 1, perd posseeix el desavantatge de la longitud
de les seues expressions per a representar nombres xicotets. Hui en dia és molt important, ja que s'utilitza
en computacio.

b. Teorema fonamental de la numeracié. Propietats

La representacié escrita dels nombres naturals es fonamenta en el fet en el que tot nombre natural es
pot expressar com a combinacié lineal de poténcies de la base elegida, com ens mostra el seglent
resultat.

Teorema fonamental de la numeracié: donada una base b (b € N,b > 1), tot nombre natural x € N
pot expressar-se de forma Unica como:
x=7y+1rb+rb?+ +nb, ambr, €N, 1; <bVi=0,..,k

Demostracio: Si x < b, prendriemryg =xir; =0Vi #0
Suposem que x = b. Dividim x entre b. Si el quocient gq; = b, dividim q; entre b i qixi successivament
fins obtindre un quocient menor que b. S'obté que:
xX=qib+ry 19<b
g1 =q:b+m, n<b
g2 =qsb+13, 12 <Db

Qr-1 = Qrb + Tp—1, Te—1 < b
Qe =Tk, T <Db
AcO és possible doncs g; > q, > g3 > -+
Aixi x =19 + ;b + 1,b% + -+ + 1. b* y tenim provada I'existéncia. Provem ara la unicitat.
Suposem que 3s; €N, s; <bVj =0,...,1 tals que 1y + 11 b + ;b + -+ 1b* = 55 + 510 + 5,b% + - +

Slbl.



Si k < I, tindriem que:

ro+mb+-+nbf<b-D(1+b++b%)=b*1 -1 <b' <55+ s5,b++5b

Que és una contradiccid, amb la qual cosa k = Li

X =T +7'1b + -+ kak =Sy + Slb + -+ Skbk =719+ (rl +7~2b + "'+T'kbk_1)b —
- SO + (Sl +Szb + "'+Skbk_1)b

On ambdues expressions coincideixen amb la divisid de x entre b. Per unicitat del quocient i el residu,
To =S¢ | 11 +1b+ - +1b* 1 =5 +s,b+ -+ s,b* 1. Reiterant el procés obtenim que 1, =s; Vi =

0,.., k.

A aquesta expressio I'anomenem expressid polindmica del nombre x en base b.

A partir del resultat anterior podem extraure les segUents propietats de la numeracié:

1)

2)
3)

4)

Els nombres b,b? b3,... s'expressen, respectivament, en el sistema de base b, per
10,100,1000 ...

Un nombre x en base b té r xifres siisols sib™ ! < x < b”

Six,y € N /xp térxifresiyy, tés xifres amb s < r, aleshores y < x. (El nombre amb més xifres
és major).

Si xpy | ypy tenen el mateix nomibre de xifres, aleshores x > y si la primera xifra de x distinta de
y (comencgant per I'esquerra) €s major que aquesta.

c. Canvis de base

Hi ha ocasions en les que ens és necessari canviar d'un sistema de numeracié a altre. Vegem com
passar un nombre de base b a base b':

Passar de base b a base b’ = 10.
Per a passar x,y a base 10 és suficient amb emprar la seua expressié polinomica i fer les

operacions en base 10.
Exemple: 123, = 1-42+2-4143 =16 +8+ 3 =27,

Passar de base b = 10 a base b'.

Per a passar x4y a base b’ podem dur a terme el metode de divisid successiva utilitzat en la
demostracié del teorema fonamental de la numeracid, prenent per a I'expressié del nombre
en base b’ com a primera xifra de I'esquerra I'Ultim quocient i a continuacid la successid dels
residus en ordre invers.

Exemple: 27,4y = 123,

27 |4
3 64
21

Passar de base b # 10 a base b’ # 10
Per a fer-ho hi ha prou amb combinar els procediments anteriors, passant de base b a base
101 després de base 10 a base b'.
Exemple: 1234 = 2719y = 1025,
27 |5

255
o1



CONCLUSIO

Acabem aci el tema 1, havent desenvolupat els apartats que ens exigia el fitol del mateix. En el
desenvolupament del tema hem vist que (N,4+) és un semigrup abelid amb element neutre 0.
Necessitarem ampliar N a un conjunt que complisca que tot element que conté finga simeétric per ala
suma. Serd el conjunt dels enters, Z, i (Z,+) serd grup abelid. ho veurem en el tema 4.

La nocié de nombre natural apareix en tots els cursos de I'educacidé secunddria i batxillerat, donat
que és un element principal en el coneixement matematic. En concret, en la LOMLOE queda recollit el
seu estudi en el bloc de sentit numéric i de les operacions, donat que en aguest bloc es treballa el
conjunt de sabers bdadsics relacionats amb la comprensid i significat de nombre, la seua naturg,
representacid, simbolitzacidi el seu Us en les relacions, propietats, operacions i estratégies del cdlcul.
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