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REFERÈNCIES BIBLIOGRÀFIQUES 

0. INTRODUCCIÓ

Podem situar el tema dins del bloc d'anàlisi, que va des del tema 21 al 33. En aquest bloc hi ha una 

part introductòria sobre la definició de funcions i la descripció de les funcions elementals, que ocupa els 

4 primers temes i que considerarem com a coneixements previs. 

Després d'ells ve el tema que ens ocupa, que constitueix l'inici de la descripció del càlcul diferencial. 

La idea de límit ja la utilitzaven els grecs per a aproximar mitjançant figures rectilínies l'àrea o el volum de 

figures curvilínies. Eudoxo de Cnido (408-355 a. C.) va introduir sense nomenar-ho el concepte de “tan 

xicotet com vulguem” en el seu Mètode de Exhaució. El seu axioma es coneix actualment com a 

Axioma d'Arquímedes. Va ser en el s. XVI quan es van descobrir múltiples resultats que van anar 

transformant aquest mètode en el càlcul integral actual. 

També donarem per coneguts els continguts del tema 6 sobre els nombres reals i la topologia de la 

recta real, així com els del tema 8 de successions. 

1. LÍMITS I CONTINUÏTAT DE FUNCIONS

1.1. Definicions 

Siga 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ una funció i siga 𝑝 ∈ 𝐷. Direm que 𝑓 és contínua en 𝑝 si ∀𝜖 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 

|𝑥 − 𝑝| < 𝛿 es té que |𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑝)| < 𝜖. 

Siga 𝐷 ⊆ ℝ no buit i siga 𝑝 ∈ ℝ. Direm que 𝑝 és un punt d’acumulació de 𝐷 si podem trobar una 

successió {𝑎𝑛}𝑛∈ℕ ⊆ 𝐷 / 𝑎𝑛 ≠ 𝑝 ∀𝑛 ∈ ℕ i 𝑎𝑛 s’acosta a 𝑝 quan 𝑛 és molt gran. 

Siga 𝐷′ ≡ 𝑎𝑐(𝐷) = {𝑥 ∈ ℝ / 𝑥 és punt d’acumulació de 𝐷}. Si 𝑝 ∈ 𝐷 i 𝑝 ∉ 𝐷′, direm que 𝑝 és un punt aïllat 

de 𝐷. 

Siga 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ una funció i 𝑝 ∈ 𝐷′. Direm que el límit de la funció quan 𝑥 tendeix a 𝑝 és 𝑎 i 

l’escriurem lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 si i sols si ∀𝜖 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 es té que |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖. 
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Així, si 𝑝 ∈ 𝐷′, 𝑓 és contínua en 𝑝 ⇔  lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑝) i si 𝑝 és un punt aïllat de 𝐷, la funció és contínua en 

eixe punt. 

En el cas d’aplicacions de ℝ en ℝ es diu que una funció és contínua en un punt 𝑥0 si i sols si: 

1. ∃𝑓(𝑥0) 

2. ∃ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) < ∞ 

3. lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) 

1.2. Límits laterals 

Siga 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ una funció i 𝑝 ∈ 𝐷′. 

Suposem que ]𝑝, 𝑝 + 𝜂[ ⊆ 𝐷, amb 𝜂 > 0. Anomenarem límit quan 𝑥 tendeix a 𝑝 per la dreta i l’escriurem 

lim
𝑥→𝑝+

𝑓(𝑥) = 𝑐 ⇔  ∀𝜖 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < 𝑥 − 𝑝 < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑐| < 𝜖. 

Suposem ara que ]𝑝 − 𝜂, 𝑝[ ⊆ 𝐷, amb 𝜂 > 0. Anomenarem límit quan 𝑥 tendeix a 𝑝 per l’esquerra i 

l’escriurem lim
𝑥→𝑝−

𝑓(𝑥) = 𝑑 ⇔  ∀𝜖 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < 𝑝 − 𝑥 < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑑| < 𝜖. 

Vegem ara que perquè una funció tinga límit en un punt és condició necessària i suficient que els 

límits laterals coincidisquen i siguen iguals al límit en eixe punt. 

Teorema: Siga 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ i 𝑝 ∈ 𝐷′ amb ]𝑝 − 𝜂, 𝑝[ ∪ ]𝑝, 𝑝 + 𝜂[ ⊆ 𝐷. Aleshores: 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 ⇔  lim
𝑥→𝑝+

𝑓(𝑥) = 𝑎 = lim
𝑥→𝑝−

𝑓(𝑥) 

Demostració: ⇒) Siga 𝜖 > 0. Sabem que ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖. 

Prenem 𝛿1 = min{𝛿, 𝜂}. 

Si 0 < 𝑥 − 𝑝 < 𝛿1 ≤ 𝛿 aleshores 𝑥 ∈]𝑝, 𝑝 + 𝜂[ ⊆ 𝐷 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖 ⇒  lim
𝑥→𝑝+

𝑓(𝑥) = 𝑎. 

Si 0 < 𝑝 − 𝑥 < 𝛿1 ≤ 𝛿 aleshores 𝑥 ∈]𝑝 − 𝜂, 𝑝[ ⊆ 𝐷 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖 ⇒  lim
𝑥→𝑝−

𝑓(𝑥) = 𝑎. 

⇐) Donat 𝜖 > 0, ∃𝛿1 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < 𝑥 − 𝑝 < 𝛿1 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖  i també ∃𝛿2 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 <

𝑝 − 𝑥 < 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖. 

Prenem 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2, 𝜂}. 

Si 0 < |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒  {
 0 < 𝑥 − 𝑝 < 𝛿 ≤ 𝛿1 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖

o bé
 0 < 𝑝 − 𝑥 < 𝛿 ≤ 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖

 
 
 
 

} ⇒  lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎. 

1.3. Límits infinits i en l’infinit 

Siga 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ i 𝑝 ∈ 𝐷′. Direm que el límit de 𝑓 quan 𝑥 tendeix a 𝑝 és +∞ i el denotarem com 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = +∞ si i sols si ∀𝑀 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 aleshores 𝑓(𝑥) > 𝑀 i direm que és −∞ i el 

denotarem com lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = −∞ si i sols si ∀𝑀 > 0  ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 aleshores −𝑓(𝑥) > 𝑀 

(o 𝑓(𝑥) < −𝑀). 

D’igual manera podem definir els límits laterals infinits en un punt. 

Siga 𝑓: [𝑎, +∞[→ ℝ. Definim: 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇔  ∀𝜖 > 0  ∃𝑀 > 0 / si 𝑥 > 𝑀 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜖. 
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 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⇔ ∀𝑀 > 0  ∃𝑁 > 0 / si 𝑥 > 𝑁 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑀. 

 lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞ ⇔ ∀𝑀 > 0  ∃𝑁 > 0 / si 𝑥 > 𝑁 ⇒ 𝑓(𝑥) < −𝑀. 

Siga 𝑓: ] − ∞, 𝑎] → ℝ. Definim: 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑏 ⇔  ∀𝜖 > 0  ∃𝑀 > 0 / si 𝑥 < −𝑀 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜖. 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞ ⇔ ∀𝑀 > 0  ∃𝑁 > 0 / si 𝑥 < −𝑁 ⇒ 𝑓(𝑥) > 𝑀. 

 lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞ ⇔ ∀𝑀 > 0  ∃𝑁 > 0 / si 𝑥 < −𝑁 ⇒ 𝑓(𝑥) < −𝑀. 

1.4. Propietats dels límits 

Propietat 1. El límit d’una funció en un punt, si existeix, és únic: Siga 𝑓: 𝐷 → ℝ i 𝑝 ∈ 𝐷′. Si 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑏
} ⇒ 𝑎 = 𝑏 

Demostració: Suposem que 𝑎 ≠ 𝑏. Donat 𝜖 > 0, com lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 i lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑏, ∃𝛿1, 𝛿2 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 

|𝑥 − 𝑝| < 𝛿1 i |𝑥 − 𝑝| < 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖 i |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜖. 

Siga 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Si |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖 i |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 𝜖. Però 

|𝑎 − 𝑏| = |𝑎 − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥) − 𝑏| ≤ |𝑎 − 𝑓(𝑥)| + |𝑓(𝑥) − 𝑏| < 2𝜖, 

llavors 𝑎 = 𝑏. 

 

Per a les següents propietats, siguen 𝑓: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ, 𝑔: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ, ℎ: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ i 𝑝 ∈ 𝐷′. 

Propietat 2. Si lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 i lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑏, aleshores lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝑎 + 𝑏. 

Demostració: ∀𝜖 > 0, en particular per a 𝜖/2 > 0, ∃𝛿1, 𝛿2 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿1 i |𝑥 − 𝑝| < 𝛿2 ⇒

|𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖/2 i |𝑔(𝑥) − 𝑏| < 𝜖/2. 

Siga 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Si |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖/2 i |𝑔(𝑥) − 𝑏| < 𝜖/2. Però 

|𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) − (𝑎 + 𝑏)| ≤ |𝑓(𝑥) − 𝑎| + |𝑔(𝑥) − 𝑏| <
𝜖

2
+

𝜖

2
= 𝜖 

Conseqüència: el límit de la suma és la suma dels límits (finits). 

 

Direm que 𝑓 està fitada en 𝐷 si ∃𝑀 > 0 / |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀  ∀𝑥 ∈ 𝐷. 

Propietat 3. Si lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 i lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑏, aleshores lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = 𝑎𝑏. 

Demostració: Donat 𝜖′ > 0, ∃𝛿1, 𝛿2 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿1 i |𝑥 − 𝑝| < 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖′ i 

|𝑔(𝑥) − 𝑏| < 𝜖′. 

Siga 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Si |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖′ i |𝑔(𝑥) − 𝑏| < 𝜖′. 

|𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖′ és equivalent a 𝑎 − 𝜖′ < 𝑓(𝑥) < 𝑎 + 𝜖′, és a dir, 𝑓 està fitada si |𝑥 − 𝑝| < 𝛿. Aleshores 

|𝑓(𝑥)| < 𝑀 = max(|𝑎 − 𝜖′|, |𝑎 + 𝜖′|). 

Per altra banda, 

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑎𝑏| = |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)𝑏 + 𝑓(𝑥)𝑏 − 𝑎𝑏| ≤ |𝑓(𝑥)(𝑔(𝑥) − 𝑏)| + |𝑏(𝑓(𝑥) − 𝑎)| = 
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= |𝑓(𝑥)| |𝑔(𝑥) − 𝑏| + |𝑏||𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝑀𝜖′ + |𝑏|𝜖′ = 𝜖′(𝑀 + |𝑏|) 

Aleshores, donat 𝜖 > 0 qualsevol, basta prendre 0 < 𝜖′ < 
𝜖

𝑀+|𝑏|
 i tindrem que |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑎𝑏| < 𝜖 si 

|𝑥 − 𝑝| < 𝛿, com volíem. 

Conseqüència: el límit del producte és el producte dels límits (finits). 

 

Propietat 4. Operacions amb límits (també amb lim
𝑥→±∞

 ) 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = +∞
} ⇒  {

lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = +∞

lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = +∞
 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = −∞

lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = −∞
} ⇒  {

lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = −∞

lim
𝑥→𝑝

(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = +∞
 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = +∞

lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = −∞
} ⇒  lim

𝑥→𝑝
(𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)) = −∞ 

De l’expressió ∞ − ∞ no podem assegurar res, i l’anomenarem indeterminació. 

Altres expressions que ens poden aparéixer són: 

- ∞ + 𝑘 = ∞  ∀𝑘 ∈ ℝ 

- ∞ · 𝑘 = ∞  ∀𝑘 ∈ ℝ∗ (depenent del signe) 

- 0 · ∞ també és una indeterminació. 

 

Propietat 5. Si lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 𝑎 i lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑏, aleshores si 𝑔(𝑥) ≠ 0 ∀𝑥 ∈ 𝐷 i 𝑏 ≠ 0, 

lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

𝑎

𝑏
 

Demostració: Donat 𝜖′ > 0, ∃𝛿1, 𝛿2 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿1 i |𝑥 − 𝑝| < 𝛿2 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖′ i |𝑔(𝑥) −

𝑏| < 𝜖′. 

Siga 𝛿 = min{𝛿1, 𝛿2}. Si |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥) − 𝑎| < 𝜖′ i |𝑔(𝑥) − 𝑏| < 𝜖′. 

A més, 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) estan fitades i 𝑔(𝑥) no s’anul·la ni canvia de signe sempre que |𝑥 − 𝑝| < 𝛿. 

Aleshores |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 i 𝑄 ≤ |𝑔(𝑥)| ≤ 𝑁, amb 𝑀, 𝑁, 𝑄 > 0. Així, 

|
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
−

𝑎

𝑏
| = |

𝑓(𝑥)𝑏 − 𝑔(𝑥)𝑎

𝑏𝑔(𝑥)
| = |

𝑓(𝑥)𝑏 − 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑥)𝑎

𝑏𝑔(𝑥)
| ≤ 

≤
|𝑓(𝑥)| |𝑔(𝑥) − 𝑏| + |𝑔(𝑥)||𝑓(𝑥) − 𝑎|

|𝑏||𝑔(𝑥)|
≤

𝜖′(𝑀 + 𝑁)

|𝑏|𝑄
< 𝜖, 

prenent 𝜖′ < 
|𝑏|𝑄𝜖

𝑀+𝑁
. 

Conseqüència: el límit del quocient és el quocient dels límits (finits), si el límit del denominador és 

distint de 0. 

 

Per al càlcul amb infinits tindrem: 
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- 
∞

𝑘
 = ∞ ∀𝑘 ∈ ℝ (depenent del signe). 

- 
𝑘

∞
 = 0 ∀𝑘 ∈ ℝ. 

- 
∞

∞
 indeterminació. 

Propietat 6. (Criteri del sàndwitx). Si 𝑓(𝑥) ≤ 𝑔(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) ∀𝑥 ∈ 𝐷 i lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑝

ℎ(𝑥) = 𝑎, aleshores 

lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑎. 

Demostració: Com lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑝

ℎ(𝑥) ⇒  lim
𝑥→𝑝

(ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)) = 0. 

0 ≤ ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥) ≤ ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥) ⇒ 0 ≤ lim
𝑥→𝑝

(ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)) ≤ lim
𝑥→𝑝

(ℎ(𝑥) − 𝑓(𝑥)) = 0 ⇒  lim
𝑥→𝑝

(ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)) = 0 

Aleshores |𝑔(𝑥) − 𝑎| = |𝑔(𝑥) − ℎ(𝑥) + ℎ(𝑥) − 𝑎| ≤ |ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)| + |ℎ(𝑥) − 𝑎|. 

Donat 𝜖 > 0, considerem 𝜖/2 > 0. ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |ℎ(𝑥) − 𝑔(𝑥)| < 𝜖/2 i 

|ℎ(𝑥) − 𝑎| < 𝜖/2 amb la qual cosa |𝑔(𝑥) − 𝑎| < 𝜖  i concloem que lim
𝑥→𝑝

𝑔(𝑥) = 𝑎. 

Aquest resultat també és vàlid per a límits finits en el infinit. 

 

Propietat 7. Si 𝑓, 𝑔: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ / lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥) = 0 i 𝑔 està fitada en 𝐷, aleshores lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 0. 

Demostració: Com 𝑔 està fitada, ∃𝑀 > 0 / |𝑔(𝑥)| ≤ 𝑀  ∀𝑥 ∈ 𝐷 ⇒ |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| = |𝑓(𝑥)||𝑔(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑥)|𝑀. 

Siga 𝜖 > 0. Prenem 𝜖/𝑀 > 0. ∃𝛿 > 0 / ∀𝑥 ∈ 𝐷 amb 0 < |𝑥 − 𝑝| < 𝛿 ⇒ |𝑓(𝑥)| < 𝜖/𝑀. 

Aleshores: 

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) − 0| = |𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)| ≤ |𝑓(𝑥)|𝑀 <
𝜖

𝑀
· 𝑀 = 𝜖. 

Amb la qual cosa lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = 0. 

 

Totes les propietats anteriors serveixen també per a límits laterals. 

1.5. Propietats de la continuïtat 

Siguen 𝑓, 𝑔: 𝐷 ⊆ ℝ → ℝ i 𝑝 ∈ 𝐷. Suposem que 𝑓 i 𝑔 són contínues en 𝑝. Aleshores: 

1) 𝑓 + 𝑔 és una funció contínua en 𝑝. 

2) 𝑓𝑔 és una funció contínua en 𝑝. 

3) Si 𝑔(𝑝) ≠ 0, 
𝑓

𝑔
 és una funció contínua en 𝑝. 

4) lim
𝑥→𝑝

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑔 (lim
𝑥→𝑝

𝑓(𝑥)) = 𝑔(𝑐) i la composició de funcions contínues és contínua. A més, si 

𝑓(𝑥) és contínua en 𝑝 i existeix la seua funció inversa, aleshores 𝑓−1(𝑥) és contínua en 𝑓(𝑝). 

La demostració d’aquestes propietats és conseqüència de les propietats dels límits. 

1.6. Tipus de discontinuïtats 

Tenint en compte la definició de continuïtat d'una funció en un punt, les discontinuïtats poden donar-

se pels motius següents: 

a) Discontinuïtat evitable: 
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i. ∃ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) però ∄𝑓(𝑎). 

Exemple: 

𝑓(𝑥) = {𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 < 2
4, 𝑠𝑖 𝑥 > 2

 

 

 

ii. ∃ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) i ∃𝑓(𝑎) però són distints. 

Exemple: 

𝑓(𝑥) = {𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ≠ 2
0, 𝑠𝑖 𝑥 = 2

 

 
 

b) Discontinuïtat inevitable o de primera espècie: 

i. Existeixen els límits laterals però són distints (de salt finit). 

Exemple: 

𝑓(𝑥) = {
𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 < 2
1, 𝑠𝑖 𝑥 ≥ 2
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ii. Existeixen els límits laterals però són distints (de salt infinit). 

Exemple: 

𝑓(𝑥) = {
𝑥2, 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 2
2

𝑥 − 2
, 𝑠𝑖 𝑥 > 2

 

 

 

c) Discontinuïtat essencial o de segona espècie: ∄ algun dels límits laterals. 

Exemple: 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 𝑠𝑖 𝑥 ≤ 2 (∄ lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥)) 
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2. TEOREMA DE BOLZANO 

Siga 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ. Direm que 𝑓 és contínua en [𝑎, 𝑏] si és contínua en cadascun dels punts de [𝑎, 𝑏]. 

Teorema de Bolzano: Si 𝑓: [𝑎, 𝑏] → ℝ és una funció contínua / 𝑓(𝑎)𝑓(𝑏) < 0 ⇒  ∃𝑐 ∈ ]𝑎, 𝑏[ / 𝑓(𝑐) = 0. 

Demostració: 

Suposem que 𝑓(𝑏) < 0 < 𝑓(𝑎). 

Anàlogament veuríem l'altre cas. 

Considerem el punt 𝑥1 = 
𝑎+𝑏

2
 i poden ocórrer tres coses: 

{

𝑓(𝑥1) = 0,  i ja hauríem acabat.          

𝑓(𝑥1) > 0                                                   

𝑓(𝑥1) < 0                                                    

 

En el segon cas prendríem 𝑥2 = 
𝑥1+𝑏

2
 considerant que 𝑓 compleix les hipòtesis de l’enunciat en 

[𝑥1, 𝑏] ⊂ [𝑎, 𝑏], la longitud del qual és 
𝑏−𝑎

2
. En el tercer cas prendríem 𝑥2 = 

𝑥1+𝑎

2
 ja que 𝑓 compleix les 

hipòtesis en [𝑎, 𝑥1] ⊂ [𝑎, 𝑏], de longitud també 
𝑏−𝑎

2
. 

Si iterem el procés, triant sempre el punt mitjà de l'interval i prenent intervals que satisfan les hipòtesis 

del teorema, ens trobarem amb un dels dos casos següents: 

1) En un nombre finit de passos arribem a que ∃𝑛 ∈ ℕ / 𝑓(𝑥𝑛) = 0 i el teorema estaria demostrat 

(𝑥𝑛 = 𝑐). 

2) No trobem tal 𝑛 ∈ ℕ. En aquest cas, ∃{𝐼𝑛}𝑛∈ℕ intervals tancats i fitats de la forma 𝐼𝑛 = [𝑎𝑛 , 𝑏𝑛] (on 

𝑎𝑛 i 𝑏𝑛 prenen els valors 𝑥𝑛 i 𝑥𝑛−1 o viceversa) i tal que 𝐼𝑛+1 ⊆ 𝐼𝑛 i 𝑙(𝐼𝑛+1) = 
𝑙(𝐼𝑛)

2
 / 𝑓(𝑎𝑛)𝑓(𝑏𝑛) < 0. 

𝑙(𝐼𝑛+1) =
𝑙(𝐼𝑛)

2
=

𝑙(𝐼𝑛−1)

22
= ⋯ =

𝑏 − 𝑎

2𝑛+1
→ 0 

 

i pel Teorema d’Intervals encaixats de Cantor, 

⋂ 𝐼𝑛

𝑛∈ℕ

= {𝑐} ∈ [𝑎, 𝑏]. 

 

Ara bé, com 𝑓 és contínua en [𝑎, 𝑏], en particular és contínua en 𝑐 ⇒  lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐) i aleshores 

∀{𝑥𝑛}𝑛∈ℕ ⊆ [𝑎, 𝑏] / lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑐 ⇒  lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛) = 𝑓(𝑐). 

Siga {𝑐𝑛} una successió formada pels 𝑎𝑛 o 𝑏𝑛 tals que 𝑓(𝑐𝑛) < 0 i siga {𝑑𝑛} formada pels 𝑎𝑛 o 𝑏𝑛 

tals que 𝑓(𝑑𝑛) > 0. 

lim
𝑛→∞

𝑐𝑛 = 𝑐 ⇒  lim
𝑛→∞

𝑓(𝑐𝑛) = 𝑓(𝑐) ≤ 0

lim
𝑛→∞

𝑑𝑛 = 𝑐 ⇒  lim
𝑛→∞

𝑓(𝑑𝑛) = 𝑓(𝑐) ≥ 0
} ⇒ 𝑓(𝑐) = 0. 
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3. BRANQUES INFINITES 

Per a acabar el tema estudiarem què ocorre quan una funció tendeix a infinit, bé en un punt 

determinat o bé en l’infinit. 

Asímptotes horitzontals 

Direm que 𝑓(𝑥) té una asímptota horitzontal en la recta 𝑦 = 𝑎 ⇔  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝑎 o lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = 𝑎. 

Aquest acostament pot fer-se des de valors superiors a 𝑎 o des de valors inferiors. 

 

Asímptotes verticals 

Direm que 𝑓(𝑥) té una asímptota vertical en la recta 𝑥 = 𝑎 ⇔ lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, ja siga +∞ o −∞, o bé 

tinga límits laterals infinits. 

 

 

Asímptotes obliqües 

Direm que 𝑓(𝑥) té una asímptota obliqua en la recta 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑛 ⇔  lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 𝑚 ≠ 0 i 

lim
𝑥→∞

(𝑓(𝑥) − 𝑚𝑥) = 𝑛. 

 

Branques parabòliques 

Direm que 𝑓(𝑥) té una branca parabòlica ⇔  lim
𝑥→±∞

𝑓(𝑥) = ±∞ (indistintament) i no té asímptota 

obliqua. 

Es poden presentar els següents casos: 

1) Tendeix a la verticalitat (rama còncava). 

a. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  i  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 

 

o 
 

b. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞  i  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= +∞ 

 

2) Tendeix a l’horitzontalitat (rama convexa). 

a. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = +∞  i  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

 

o 
 

b. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = +∞  i  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

 

3) Tendeix a l’horitzontalitat (rama còncava). 

a. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞  i  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

 

o 
 

b. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞  i  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 

 

4) Tendeix a la verticalitat (rama convexa). 

a. lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = −∞  i  lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= −∞ 
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o 
 

b. lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥) = −∞  i  lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= −∞ 

CONCLUSIÓ 

Acabem ací el tema 25, en el qual hem vist les definicions de límit i continuïtat de funcions, així com 

les propietats més importants i rellevants, els tipus de discontinuïtats, el Teorema de Bolzano i les branques 

infinites. Aquest tema, com s'ha esmentat en la introducció, constitueix l'inici de la descripció del càlcul 

diferencial. 

Veiem una iniciació a aquest tema en la branca científica de batxillerat LOMLOE, en concret la 

trobem en el sentit funcional, que diu que “els continguts associats a les relacions i funcions aporten les 

eines per a la modelització de situacions matemàtiques o del món real amb expressions simbòliques, un 

llenguatge estructurat, regles lògiques per als diferents procediments. Aquest sentit s'associa a continguts 

de l'anàlisi matemàtica, que tracta sobre funcions, límits i continuïtat, càlcul de derivades i integrals i les 

seues aplicacions”. 
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