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0. INTRODUCCIO

Podem situar el tema dins del bloc d'andlisi, que va des del fema 21 al 33. En aquest bloc hi ha una
part infroductoria sobre la definicié de funcions i la descripcid de les funcions elementals, que ocupa els
4 primers temes i que considerarem com a coneixements previs.

Després d'ells ve el tema que ens ocupa, que constitueix l'inici de la descripcié del cdlcul diferencial.
La idea de limit ja la utilitzaven els grecs per a aproximar mitiancant figures rectilinies I'drea o el volum de
figures curvilinies. Eudoxo de Cnido (408-355 a. C.) va introduir sense nomenar-ho el concepte de “tan
xicotet com vulguem” en el seu Métode de Exhaucid. El seu axioma es coneix actualment com a
Axioma d'Arquimedes. Va ser en el s. XVI quan es van descobrir multiples resultats que van anar
transformant aquest metode en el cdlcul integral actual.

També donarem per coneguts els continguts del tema 6 sobre els nombres reals i la topologia de la
recta real, aixi com els del tema 8 de successions.

1. LIMITS | CONTINUITAT DE FUNCIONS

1.1. Definicions

Siga f:D € R - R una funcid i siga p € D. Direm que f és continua en p sive >0 3§ >0/ Vx € D amb
[x —pl <& estéquelf(x)—fp)l <e.

Siga D € R no buit i siga p € R. Direm que p és un punt d'acumulacié de D si podem trobar una
successio {aylneny €D / a, #p Vn € Nia, s'acosta ap quann és molt gran.

Siga D' =ac(D) ={x € R/ x és punt d'acumulacié de D}.Sip € D ip ¢ D', direm que p és un punt dillat
de D.

Siga f:D € R - R una funcié i p e D'. Direm que el limit de la funci® quan x tendeix a p és a i
I'escriurem lim f(x) = asiisolssive >0 35§ >0/Vx e D amb [x —p| < esté que |f(x) —al <e.
xX-p
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Aixi, sip € D', f és continua en p & lim f(x) = f(p) i sip €s un punt aillat de D, la funcié és continua en
xX-p
eixe punt.

En el cas d'aplicacions de R en R es diu que una funcid és continua en un punt x, si i sols si:

1. 3f(x,)
2. Elxli_)r)rclf(x)<oo

3. lim £ = f(x0)

1.2. Limits laterals

Sigaf:D € R - RunafuncidipeD'.

Suposem que Ip,p + n[ € D, amb n > 0. Anomenarem limit qguan x tendeix a p per la dreta i I'escriurem
lim f(x) =c© Ve>036>0/YxeDamb0<x—p<d =|f(x) —c| <e.
X-p

Suposem ara que Jp —n,p[ S D, amb 1 > 0. Anomenarem limit quan x tendeix a p per I'esquerra i
I'escriurem lim f(x)=d © Ve>036§>0/VxeDamb0<p—x<§ = |f(x)—d| <e.
X-p

Vegem ara que perque una funcidé tinga limit en un punt és condicié necessaria i suficient que els
limits laterals coincidisquen i siguen iguals al limit en eixe punt.

Teorema:Sigaf:DSR->RipeD amb]p—n,plUlp p+n[ < D. Aleshores:
limf(x) =a e lim f(x) =a= lim f(x)
xX-p x-opt xX-p
Demostracio: =) Siga e > 0. Sabemque 3§ >0/vxeDamb [x —p| <6 = |f(x) —al <e.

Prenem §; = min{§, n}.

Si0<x—p<d <daleshoresx €lp,p+n[SD = |f(x) —al <e= lim f(x) =a.
x—p

Si0<p—-x<§,<bdleshoresx €lp—n,p[ED = |f(x) —al <e= lim f(x) =a.
xX—p

<)Donate>0,36,>0/VxeDamb0<x—p<éb, =|f(x)—al<e itambé 36, >0/vx €D amb 0 <
p—x<68,>|f(x)—al <e.

Prenem § = min{é;, 6,,7}.
0<x—p<d6<6,=>|f(x)—al<e

Sio<|x—pl<é=> obé = lim f(x) = a.
O<p—x<d6<6=>|f(x)—al<e e

1.3. Limits infinits i en l'infinit

Siga ffDECR->RipeD. Direm que el limit de f quan x tendeix d p és +w i el denotarem com
lim f(x) = +oosiisolssivM >0 36§ >0/Vx €D amb 0 < |x —p| < 6 aleshores f(x) > M i direm que és —x i el

X-p

denotarem com chiir;f(x) =—00SiisolssiVM>036>0/VxeD amb 0< |x —p| <8 aleshores —f(x) > M
(o f(x) < —M).
D'igual manera podem definir els limits laterals infinits en un punt.
Siga f:[a, +oo[—- R. Definim:
o xEerf(x)=b@ Ve>03IM>0/six>M =|f(x) —b|<e.
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e lim f(x)=4+0 e VM >03IN>0/six>N = f(x) > M.

x—+00

e lim f(x)=—0 & VM >03IN>0/six>N = f(x) < —M.

x—+00
Siga f:] — o0, a] = R. Definim:

e lim fx)=be Ve>03IM>0/six<-M = |f(x) —b|<e.
xX——00

e lim f(x)=4+0 & VM >03IN>0/six<—-N = f(x)>M.
xX——00

e lim f(x)=—0 & VM >03IN>0/six<—-N = f(x) <-—M.
xX——00

1.4. Propietats dels limits

Propietat 1. El limit d'una funcid en un punt, si existeix, és Unic: Siga f:D - Rip € D'. Si

limf(x) =a
x-p

lim f(x) =b{ = ¢~ P
x-p

Demostracio: Suposem que a # b. Donat e > 0, com lim f(x) = a ilim f(x) = b, 36,6, >0/ Vx € D amb
xX-p x-p

[x —pl <& ilx—pl<&=21f(x)—al <eilf(x)—b|<e.
Siga § = min{6,,68,}.Silx —pl <6 = |f(x) —al <eilf(x) —b| < e.Perd
la—bl=la—fx)+f(x)—bl<la—f)|+If(x) —bl < 2

llavors a = b.

Per a les segUents propietats, siguen f:D S R-> R, g:D S R->R, :DSR->RipeD.
Propietat 2. Silim f(x) = a i lim g(x) = b, aleshores lim(f(x) + g(x)) =a+b.
x-p xX-p xX-p

Demostracioé: Ve > 0, en particular per a €/2>0, 36,6, >0/ Vx €D amb |[x —p| <6, i [x—pl <6, =
If(x) —al <e/2ilg(x) —b| <e/2.

Siga 6 = min{6,,68,}.Silx —pl <6 = |f(x) —al <e/2il|glx) — b| < €/2. Perd

€

If () —g() — (@+b) < If(x) —al + lg(x) — bl <§+2

=€

Consequeéencia: el limit de la suma és la suma dels limits (finits).

Direm que f esta fitadaenDsiaM >0/ |f(x)| <M Vvx € D.
Propietat 3. Si lim f(x) = a i lim g(x) = b, aleshores lim(f(x)g(x)) = ab.
xX-p X-p X-p

Demostracié: Donat € >0, 36,6, >0 / Vx€D amb |x—p|<é; i |x—pl<é=21f(x)—al <€ i
lg(x) —b| < €.

Siga § = min{6,,8,}.Silx —pl <6 = |f(x) —al <€'ilglx) —b| < €.

[f(x) —al <€ ésequivalentaa—e€' < f(x) <a+¢€,ésadi, festa fitadasi |x —pl < §. Aleshores
[f()] <M =max(la— €', |la +€']).

Per altra banda,

lf()g(x) —abl = If()g(x) — f()b + f()b —ab| < |f(x)(g(x) = b)| + |b(f(x) —a)| =
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=|f()l1gx) = bl + |bllf(x) —al < Me' + |ble' = €'(M + |b])

i tindrem que |f(x)g(x) —ab| < € si

€
Aleshores, donat e > 0 qualsevol, basta prendre 0 < €' < M 1D]

[x —p| < &, com voliem.

ConseqgUéncia: el limit del producte és el producte dels limits (finits).

Propietat 4. Operacions amb limits (també amb lirP )
x—+too

lim f(x) = +oo} {lim(f(x) +9(x)) =+
x—p = x—p

lim g (x) = +oo i (f(1)g(0)) = +oo

lim g(x) = —o0
X-p

lim f(x) = —o0)  (lim(£() + g(x)) = —oo
} i (f(0g(x) = +oo

lim f(x) = 4+
x>p

lim g(x) = —oo
xX-p

}: lim(f(x)g(x)) =—oo

xX-Dp
De I'expressid co — o N0 podem assegurar res, i I'anomenarem indeterminacid.
Altres expressions que ens poden aparéixer sén:

- ow+k=o VkER
- -k =0 Vk € R* (depenent del signe)
- 0.0 tfambé és una indeterminacid.

Propietat 5. Silim f(x) = a i lim g(x) = b, aleshores sig(x) # 0Vx € Dib # 0,
xX-p xX-p

Demostracié: Donat €' >0, 36,,6, >0 /Vx €D amb |x —p| <8, i lx—pl <=2 If(x)—al <€ ilglx) —
bl < €.

Siga 6 = min{6,8,}.Silx —pl <6 = |f(x) —al <€'ilglx) — bl < €.
Amés, f(x)ig(x) estan fitades i g(x) no s’anula ni canvia de signe sempre que |x — p| < 6.

Aleshores |[f(x)|<MiQ <|g(x)| <N, amb M,N,Q > 0. Aixi,

f@) _a| _|f@b-g@a| _|fGIb=fEgC) +f@gE) ~g@al _
g(x) b bg(x) bg(x) B
gl —bl+1gINf ) —al _€'M +N) .
- |bllg (o) ~ |blQ ’
, _IblQe
prenent e’ < .
M+N

ConseqgUéncia: el limit del quocient és el quocient dels limits (finits), si el limit del denominador és
distint de 0.

Per al calcul amb infinits findrem:



= o Vk € R (depenent del signe).
=0Vk eR.

indeterminacio.

8188 |~=18

Propietat 6. (Criteri del sandwitx). Si f(x) < g(x) <h(x)¥x €D i lim f(x) = lim h(x) = a, aleshores
X-p xX-p
lim g(x) = a.

x-p

Demostracio: Com }Cig% f(x) = Lii?, h(x) = Lii?,(h(x) —f(x)=0.
0<hx)—gx)<h(x)—fx)=0< }Ci_r};(h(x) - g(x)) < }cil?,(h(x) —f(x)) =0= }}E},(h(x) — g(x)) =0

Aleshores |g(x) — al = |g(x) — h(x) + h(x) — al < |A(x) — g()| + |h(x) — a.

Donat e€>0, considerem ¢€/2>0. 3§>0 / VxeD amb |x—pl<d=|h(x)—g)l<e/2 i
[h(x) — al < €/2 amb la qual cosa |g(x) — al < e i concloem que lim g(x) = a.
x-p

Aquest resultat també és valid per a limits finits en el infinit.

Propietat 7.Sif,g:D €S R—> R/ lim f(x) = 0i g esta fitada en D, aleshores lim f(x)g(x) = 0.
xX-p xX-p

Demostracié: Com g estd fitada, IM >0/ |gx)| <M vx e D = |[f(x)gx)| = [f)lgl)] < |f(x)|M.
Sigae>0.Preneme/M>0.36§ >0/VxeDamb0<|x—p|<d=|f(x)| <e/M.

Aleshores:

IF()g(x) =0l = I[fF) g < IfF@IM < % M=e

Amb la qual cosa lim f(x)g(x) = 0.
X-p

Totes les propietats anteriors serveixen també per a limits laterals.
1.5. Propietats de la continuitat
Siguen f,g:D €S R - Rip e D.Suposem que f i g son continues en p. Aleshores:

1) f+g ésuna funcié confinua en p.
2) fg ésuna funcié continua en p.

3) Siglp) +#o0, i és una funcié contfinua en p.

4) chiir;(g ofl(x)=g (Lii?,f(x)> = g(c) i la composicid de funcions continues és continua. A més, si

f(x) és continua en p i existeix la seua funcié inversa, aleshores f~1(x) és contfinua en f(p).
La demostracié d'aquestes propietats és conseqiéncia de les propietats dels limits.

1.6. Tipus de discontinuitats

Tenint en compte la definicid de conftinuitat d'una funcid en un punt, les discontinuitats poden donar-
se pels motius seguents:

a) Discontinuitat evitable:



i. 3 }(i_r)r(llf(x) pero Af (a).

Exemple:
2 ,
xX“, Six<?2
xX) = ,
f@) {4, Six>?2
T
&
5
1 4 O
3
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 G T
-1

i. 3 Lin; f(x)i3f(a) pero son distints.

Exemple:
5 ,
x°, Six#?2
x) = ,
f@) {0, Six=2
T
6
5
A 4 O
3
2
1
o)
-3 -2 =1 0 1 2 3 4 5 [ 7
-1

b) Discontinuitat inevitable o de primera espécie:
i.  Existeixen els limits laterals perd son distints (de salt finit).
Exemple:

_ (x?, six <?2
f(x)_{l, six>?2



-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 ] 7

-1

ii.  Existeixen els limits laterals perd son distints (de salt infinit).

Exemple:
x2, six <2
(x)=4 2 .
f _—, six>2
X —2
T
&
5
1 4 @
3
2
1
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T
-1

c) Discontinuitat essencial o de segona espécie: 4 algun dels limits laterals.
Exemple:

fG) =x*six<2 (3 lim, f@)

T

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 i} 7

-1




2. TEOREMA DE BOLZANO

Siga f:[a, b] —» R. Direm que f és continua en [a, b] si és continua en cadascun dels punts de [a, b].

Teorema de Bolzano: Si f:[a, b] » R és una funcié continua / f(a)f(b) < 0= 3c €]a,b[/ f(c) = 0.

Demostracidé: f(a)
Suposem que f(b) <0< f(a). I |
Andlogament veuriem I'altre cas. i
! b |
a C | X
I
|
M ———

. a+b . )
Considerem el punt x; = — | poden ocorrer tres coses:

f(x) >0

{ f(x;) = 0, ija hauriem acabat.
flx) <0

, X1+b . . . . .
En el segon cas prendriem x, = 5 considerant que f compleix les hipotesis de I'enunciat en

[x,,b] € [a,

. , b—a , xi1+a . .
b]. la longitud del qual és 5 En el tercer cas prendriem x, = 1T ja que f compleix les

b_
hipotesis en [a, x;] < [a, b], de longitud també Ta.

Si iterem el procés, triant sempre el punt mitja de linterval i prenent intervals que satisfan les hipotesis
del tecrema, ens trobarem amb un dels dos casos seguents:

1)

2)

En un nombre finit de passos arribbem a que In € N / f(x,) =0 i el teorema estaria demostrat
(xp = 0).
No trobem tal n € N. En aquest cas, 3{l,,},cy intervals tancats i fitats de la forma I,, = [a,, b, ] (on

(I
a, i b, prenen els valors x,, i x,_; 0 viceversa) italque I,,,, S I, i l(l,,1) = % / fla,)f(b,) <O0.

l(In) _ l(In—l) _ _ b—a
2 22 = W

l(In+1) = -0

i pel Teorema d’'Intervals encaixats de Canfor,

ﬂln — {c} € [a,].

neN

Ara bé, com f és continua en [a, b], en particular és continua en ¢ = lim f(x) = f(c) i aleshores
X—C
V{Xnlnew € [@,b] / lim x, = ¢ = lim f(x,) = f(©).
Siga {c,} una successiod formada pels a,, 0 b, tals que f(c,) < 0i siga {d,} formada pels a, 0 b,
tals que f(d,) > 0.
limc,=c=>

n—-oo

limd, =c=

n—-oo

lim £(c,) = £() < 0

lim £(d,) = f(0) = o} sf@=o
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3. BRANQUES INFINITES

Per a acabar el tema estudiarem qué ocorre quan una funcié tendeix a infinit, bé en un punt
determinat o bé en I'infinit.

Asimptotes horitzontals

Direm que f(x) té una asimptota horitzontalen larectay =a & liT f(x)=ao lim f(x)=a.
X—+00 X—>—0

Aquest acostament pot fer-se des de valors superiors a a o des de valors inferiors.

Asimptotes verticals

Direm que f(x) té una asimptota vertical en la recta x = a © lim f(x) = o, ja siga +© 0 —0, 0 bé
x—-a

tinga limits laterals infinits.

Asimptotes obligUes

Direm que f(x) té una asimptota obliqua en la recta y=mx+ne imZ2 =m#0 i

xX—oo X

gli_{?o(f(x) —mx) =n.

Brangues paraboliques

Direm que f(x) té una branca parabodlica & liT f(x) = £ (indistinfament) i no té asimptota
xX—+oco

obligua.
Es poden presentar els seguents casos:

1) Tendeix a la verticalitat (rama concava).
: _ Coqi L)
a. xgrpwf(x) =400 | xger—x +00
o

b. lim f(x) =+ i lim 2=+
X——00 x——00 X

2) Tendeix a I'horitzontalitat (rama convexa).
- — too i lim L2 =
a. xkrpwf(x) = +o00 | xlle . =0

(@)

b. lim f(x) =+ i lim f2=0
X——0co x-

—o X

3) Tendeix a I'horitzontalitat (rama concava).

a. lim fx)=-o i lim £2=0

X—+o0 xX—-+00 X

o
b. lim f(x)=-o i lim fZ=0
X——00 X—>—00 X
4) Tendeix a la verticalitat (rama convexa).
a. lim f(x)=-o i lim 2=

xX—+0o0 x—+400 X
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o

b. lim f(x)=—oo i lim 2=
X——00

X—»>—0o X

CONCLUSIO

Acabem aci el tema 25, en el gual hem vist les definicions de limit i continuitat de funcions, aixi com
les propietats més importants i rellevants, els tipus de discontinuitats, el Teorema de Bolzano i les branques
infinites. Aquest tema, com s'ha esmentat en la infroduccié, constitueix l'inici de la descripcidé del calcul
diferencial.

Veiem una iniciacidé a aquest tema en la branca cientifica de batxillerat LOMLOE, en concret la
frobem en el sentit funcional, que diu que “els continguts associats a les relacions i funcions aporten les
eines per a la modelitzacid de situacions matematiques o del mén real amb expressions simboliques, un
llenguatge estructurat, regles logiques per als diferents procediments. Aquest sentit s'associa a continguts
de I'andlisi matemdatica, que tracta sobre funcions, limits i continuitat, cdlcul de derivades i integrals i les
seues aplicacions”.
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