Temario de oposiciones

MATEMATICAS |

Carolina Liern Pérez




Temario de opociones

MATEMATICAS |

Carolina Liern Pérez



Edicién, 2022. Revisado en 2024
Autora: Carolina Liern Pérez
Edita: Educalia Editorial
Imprime: Grupo Digital 82, S. L.
ISBN: 978-84-18777-94-3
Depésito Legal: V-2499-2022

Printed in Spain / Impress en Espaiia.

Todos los derechos reservados. No estd permitida la reimpresién de ninguna parte de este libro, ni de imd-
genes ni de texto, ni tampoco su reproduccién, ni utilizacién, en cualquier forma o por cualquier medio, ya
sea electrénico, mecénico o de otro modo, tanto conocida como los que puedan inventarse, incluyendo el
fotocopiado o grabacidn, ni estd permitido almacenarlo en un sistema de informacién y recuperacién, sin el
permiso anticipado y por escrito del editor.

Alguna de las imagenes que incluye este libro son reproducciones que se han realizado acogiéndose al
derecho de cita que aparece en el articulo 32 de la Ley 22/1987, de 11 de noviembre, de la Propiedad inte-
lectual. Educalia Editorial agradece a todas las instituciones, tanto piblicas como privadas, citadas en estas

pdginas, su colaboracién y pide disculpas por la posible omisién involuntaria de algunas de ellas.

Educalia Editorial

Avda. de las Jacarandas 2 loft 327 46100 Burjassot-Valéncia
Tel. 960 624 309 - 963 768 542 - 610 900 111

Email: educaliceditorial@e-ducalia.com

www.e-ducalia.com



TEMA 1. NUMERO NATURALES. SISTEMAS DE NUMERACION.

TEMA 2. FUNDAMENTOS Y APLICACIONES DE LA TEORIA DE GRAFOS. DIAGRAMAS EN ARBOL
TEMA 3. TECNICAS DE RECUENTO. COMBINATORIA

TEMA 4. NUMEROS ENTEROS. DIVISIBILIDAD. NUMERO PRIMOS. CONGRUENCIAS.

TEMA 5. NUMEROS RACIONALES.

TEMA 6. NUMEROS REALES. TOPOLOGIA DE LA RECTA REAL

TEMA 7. APROXIMACION DE NUMEROS. ERRORES. NOTACION CIENTIFICA

TEMA 8. SUCESIONES. TERMINO GENERAL Y FORMA RECURRENTE. PROGRESIONES
ARITMETICAS Y GEOMETRICAS. APLICACIONES.

TEMA 9. NUMEROS COMPLEJOS. APLICACIONES GEOMETRICAS.

TEMA 10. SUCESIVAS AMPLAICIONES DEL CONCEPTO DE NUMERO. EVOLUCION HISTORICA Y
PROBLEMAS QUE RESUELVE CADA UNA.

TEMA 11. CONCEPTOS BASICOS DE LA TEORIA DE CONJUNTOS. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.

TEMA 12. ESPACIOS VECTORIALES. VARIEDAD LINEALES. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS
VECTORIALES. TEOREMA DE ISOMORFIA.

TEMA 13. POLINOMIOS. OPERACIONES. FORMUAL DE NEWTON. DIVISIVILIDAD DE
POLINOMIOS. FRACCIONES ALGEBRAICAS.

TEMA 14. ECUACIONES. RESOLUCION DE ECUACIONES. APROXIMACION NUMERICA DE RAICES.
TEMA 15. ECUACIONES DIOFANTICAS.

TEMA 16. DISCUSION Y RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES. TEOREMA DE
ROUCHE. REGLA DE CRAMES. METODO DE GAUSS-JORDA.

TEMA 17. PROGRAMACION LINEAL. APLICACIONES.

TEMA 18. MATRICES. ALGEBRAS DE MATRICES. APLICACIONES AL CAMPO DE LAS CIENCIAS
SOCIALES Y DE LA NATURALEZA.

TEMA 19. DETERMINANTES. PROPIEDADES. APLICACION AL CALCULO DEL RANGO DE UNA
MATRIZ.

TEMA 20. EL LENGUAJE ALGEBRAICO. SIMBOLOS Y NUMEROS. IMPORTANCIA DE SU
DESARROLLO Y PROBLEMAS QUE RESUELVE. EVOLUCION HISTORICA DEL ALGEBRA.

TEMA 21. FUNCIONES REALES DE VARIALE REAL. FUNCIONES ELEMENTALES. SITUACIONES
REALES EN LAS QUE APARECEN. COMPOSICION DE FUNCIONES.

TEMA 22. FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS. SITUACIONES REALES EN LAS QUE
APARECEN.

TEMA 23. FUNCIONES CIRCULARES E HIPERBOLICAS Y SUS RECIPROCAS. SITUACIONES REALES
EN LAS QUE APARECEN.

TEMA 24. FUNCIONES DADAS EN FORMA DE TABLA. INTERPOLACION POLINIMICA.
INTERPOLACION Y EXTRAPOLACION DE DATOS.



TEMA 1
NUMEROS NATURALES. SISTEMAS DE NUMERACION.

0. INTRODUCCION

1. AXIOMATICA DEL NUMERO NATURAL
a. Axiomas de Peano

2. EL SEMIANILLO ORDENADO N

a. SumaenN
b. ProductoenN
c. OrdenenN
d. Divisibn en N
3. SISTEMAS DE NUMERACION
a. Definicién
b. Teorema fundamental de la numeracién. Propiedades
c. Cambios de base
CONCLUSION
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

0. INTRODUCCION

Tuvo que pasar mucho tiempo hasta que la humanidad aprendiera a representar con el mismo
simbolo un conjunto formado por seis caballos y otro por seis manzanas. Se fue descubriendo que los
ndmeros servian para contar y comparar cosas, y mas adelante para hacer operaciones con ellos y
para medir. Con todo esto surgi6 la necesidad de la representacion de los nUmeros y su organizacion en
distintos sistemas de numeracion.

La humanidad experimentalmente descubrid que la suma y el producto poseian la propiedad
conmutativa o la asociativa. Asi fue trazandose la aritmética como ciencia dedicada al estudio de los
ndmeros y sus relaciones. La aritmética considera las propiedades generales de los numeros, haciendo
abstraccion de lo particular y concreto, pudiendo asi aplicar sus conclusiones a casos generales.

En este tema desarrollaremos la construccidon axiomatica del conjunto de los niumeros naturales,
veremos las operaciones en dicho conjunto, la relacibn de orden que posee y los sistemas de
numeracion. Los conocimientos previos que necesitaremos para desarrollar este tema son los relativos a
la divisibilidad (tema 4) y a las relaciones binarias (tema 11).

1. AXIOMATICA DEL NUMERO NATURAL

La profunda revision que sufrid la matematica en el siglo XIX comenzé con la fundamentacion del
concepto de ndmero. El conjunto de los nimeros naturales queddé establecido mediante un sistema
axiomatico y, a partir de él, se construyeron los conjuntos de nimeros enteros, racionales, reales y
complejos.

A continuaciéon estudiaremos los axiomas sobre los que se basa la construccidn de los nameros
naturales.

a. Axiomas de Peano

Estos axiomas los establecid Peano a la sombra de la nueva teoria de conjuntos aparecida a finales
del siglo XIX.



e Al. El cero es un numero natural (0 € N).

e A2. A cada nimero natural x € N le corresponde un Unico niumero natural llamado siguiente
de x y al que denotamos por s(x).Si x € N, s(x) € N.

e A3. El cero no es el siguiente de ningln numero natural (Vx € N, 0 # s(x)).

e A4, Si los siguientes de dos nimeros naturales son iguales, entonces los dos niumeros son
iguales (s(x) = s(y) > x =y Vx,y € N).

e A5, Principio de induccién: si un subconjunto de nimeros naturales A contiene al cero y al
siguiente de cualquier nUmero que pertenezca a A, entonces todo numero natural pertenece
a Ay portanto A = N.

Una de las primeras consecuencias del A5 es el método de demostracioén llamado de induccion
completa. Este método puede usarse para probar que todo niumero natural satisface una propiedad P:
segun dicho axioma basta comprobar que el 1 la cumple y que si es cierta para n lo es para el s(n).

Como consecuencia directa de los axiomas de Peano tenemos |los siguientes resultados:

e Vx,yEN,x#y=s(x)#s(y).
e Vx €N x#s(x).
e VxeN"=N\{0} 3'lyeN/x=s(y).

Este método nos permite introducir por recurrencia en N, como veremos en el proximo apartado, dos
operaciones a las que llamaremos respectivamente suma y producto y lo utilizaremos para demostrar sus
propiedades.

2. EL SEMIANILLO ORDENADO N

a. Sumaen N

Definimos la suma de niameros naturales como la aplicacion dada por:
+: NXN->N
(x,y)»x+y
Tal que:

1) x+0=x
2) x+s(y)=s(x+y)

Veamos ahora las propiedades que cumple esta operacion:

e + esuna operacion interna, es decir, que Vx,y E N=> x +y € N.
Demostracion: por induccion sobre vy, fijado x.
Siy=0:x+0=x€N
Suponemos que x + y € N, veamos que s(x + y) € N. Por definicién de N, en concreto por el
axioma 2, esto es cierto.

e Asociativa:Vx,y,z€N, (x+y)+z=x+ (y + 2).
Demostracion: Fijados x e y, lo probamos por induccidén sobre z.
Siz=0secumple,pues (x+y)+0=x+y

x+@+0)=x+y
Si para z es cierto, veamos que también lo es para s(z).
(x +y) +s(z) = s((x +y) + z) por definicion de suma.



s((x+y) +z) =s(x + (y + 2)) por hipétesis de induccion.
S(x + W+ z)) =x+s(y+2z)=x+ (y+s(2)) pordefinicion de suma.

e Existencia de elemento neutro: 30 eEN/x+0=x=0+x Vx € N.
Demostracion: por la definicion de suma, x + 0 = x
Veamos que 0 + x = x. Por induccion.
Six=0,0+40=0
Si es cierto para x, veamos que lo es para s(x):
0 + s(x) = s(0 + x) por definicién de suma.
s(0 + x) = s(x) por hipétesis de induccion.

e Conmutativa:Vx,y €N, x +y =y + x.

Antes de demostrar esta propiedad, veamos la siguiente nota.

Nota: como x + 0 = x, s(x) = s(x + 0) = x + 5(0). Si lamamos 1 = s(0) tenemos que s(x) =

x + 1.

Veamos ahora la demostracion de la propiedad conmutativa.

Demostracion: fijado x, lo probamos por induccion sobre y.

Siy=0,x+0=0+x.

Siescietoparay =1 (x+1 =1+ x), veamos que lo es para s(1):
x+sD)=x+A+D)=+D+1=>0+x)+1=
=14+x+D=1+0+x)=10+1D+x=s(1)+x

Sies cierto paray (x +y =y + x), veamos que lo es para s(y):
x+s()=x+@+D)=C+y)+1=@F+x)+1=
=y+(x+D)=y+0+x)=@+D+x=s(y)+x

e Ningln nimero natural, salvo el cero, tiene simétrico:six+y =0 > x =y = 0.
Demostracion: razonamos por reduccion al absurdo. Sea x +y =0 con y # 0. Como y # 0,
por la consecuencia lll de los axiomas de Peano,3ze N/ y =5(z) =z + 1.
Entoncesx+y=0=>x+2z+1=0 = s(x + z) = 0. Contradiccién con el axioma 3.

o Six+z=y+z>x=yVx,y,z€N
Demostracion: por induccion sobre z.
Siz = 0, es evidente.
Suponemos que x + z = y + z implica que x = y. Veamos que se cumple para s(z):
Six+s(z2)=y+s@)=>s(x+z)=s(y+2)=2x+z=y+z=2x=y

Entonces (N, +) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 0.
b. Producto en N
Definimos el producto de nimeros naturales como la aplicacion dada por:
-t NXN—->N
xy)ox-y
Tal que:

1) x-0=0
2) x-sy)=x-y+x



Veamos ahora las propiedades que cumple esta operacion:

* es una operacion interna, es decir, que Vx,y € N=> x -y € N.

Demostracion: por induccion sobre vy, fijado x.

Siy=0:x-0=0€N

Suponemos que x -y € N, veamos que s(x - y) € N. Por definicién de N, en concreto por el
axioma 2, esto es cierto.

Distributiva de * respectode +:Vx,y,Zz€N, (x+y)-z=x-z+y -z, x - (y+2)=x-y+x-z

Demostracion: probamos una de ellas por induccion, la otra es analoga.

Siz=0secumple,puesx - (y+0)=x-y=x-y+0=x-y+x-0

Siparazescierto (x - (y+z) =x-y+x-2z), veamos que lo es para s(z):
x-(y+s(z))=x-s(y+z)=x-(y+z)+x=x-y+x-z+x=x-y+x-s(z)

Asociativa: Vx,y,Zz€N,(x - y) - z=x-(y - 2)

Demostracion: Fijados x e y, lo probamos por induccidn sobre z.

Siz=0secumple,pues(x-y)-0=0=x-0=x-(y-0)

Siparazescierto ((x-y)-z=x-(y-z)), veamos que lo es para s(z):
x-y)s@=&y)z+x-y=x-@-2)+tx-y=x-@-z+y)=x- (- s(2)

Existencia de elemento neutro: Vx €N, x-1=x=1-x

Demostracion: x -1 =x-s(0) =x-0+x=0+x=x

Veamos 1 - x = x por induccion:

Six=0,1-0=0

Suponemos 1 -x = x, veamos 1 - s(x) = s(x)
1-s(x)=1-x+1=x+1=s()

Existencia de elemento absorbente: Vx €N, 0-x =0

Demostracion: por induccion sobre x.

Six=0,0-0=0

Suponemos 0 - x = 0, veamos 0 - s(x) = 0:
0-s(x)=0-x4+0=0+0=0

Conmutativa: Vx,yEN, x -y =y -x

Demostracion: por induccion sobre .

Siy=0,x-0=0=0-x

Sise cumple paray (x -y = y - x), veamos que se cumple para s(y):
x-s()=x-@y+D)=x-y+x-1=y-x+1-x=@+1)-x=s(y) -«

En N no hay divisoresde cero: x-y =0 =x=00 y =0.
Demostracién: por reduccion al absurdo. Sea x-y=0con x-y# 0. Comoy #0,3z€ N/
y=s(z)=z+1l.Entoncesx y=0-x-(z+1)=x-z+x=0-x=0

Ningun namero natural, salvo el 1, tiene simétrico:six-y=1 s2x=y=1
Demostracion: por reduccion al absurdo. Seax-y=1conx,y# 1.Seant,veEN/x=t+1
ey=v+1

l=xy=x-Ww+)=xv+x-1=x-v+x=x-v+t+1=1
Por el axioma 4, x - v+t = 0, y como ningln nimero natural salvo el cero tiene simétrico para
lasumatenemosquex-v=0=t = x=1e y=1.



e Siz#0,x-z=y:-2z = x=y
Demostracion: Siz = 1 escierto,puesx -1 =y-1 = x =y
Supongamosque x-z=Yy-z >x =y.Veamosque x -s(z) =y -s(z)=>x =y
xs@2)=y-s@)=2x-z+x=y-z+y >2x-z+z=x-z+y 2x=Yy

Entonces (N,+) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 1y (N, +,-) es un semianillo abeliano.

c. Ordenen N

Dados dos numeros naturales x e y, diremos que x es menor o igual que y, y lo denotaremos por x <
y siida € N/ x + a = y. Decimos también que y es mayor o igual que x y lo denotamos por y = x. Para
expresar que x es menor estricto que y escribiremos x < y.

Vamos a ver que la relacién binaria “ser menor o igual que” es una relacién de orden total:

e Reflexiva:Vx e N,x < x
Demostracion: se cumpleyaque30€eN/x+0=x

e Antisimétrica: Vx,y EN,six <yey<x=>x=y
Demostracion: Comox <y, da€N/x+a=y,ycomoy <x, 3beN/y+b =x.
As,x+a=y=>y+b+a=y=>b+a=0>a=b=0=>x=y

e Transitiva:Vx,y,z€N,six<yey<z=>x<z
Demostracion: Comox <y, da€N/x+a=y,ycomoy <z, IbEN/y+b =1z
As,x+a=y=>x+a+b=z=>3Ja+beEN/x+a+b=z=>x<z

Con las propiedades anteriores tenemos demostrado que < es una relacion de orden. Veamos que
es de orden total:
e Vx,yEN,x<yoy<x

Demostracion: fijamos y, y probamos por induccién sobre x.
Six = 0se cumple, pues0 <yVy€eN
Supongamos que se cumple que y < x, es decir, que 3a € N/ y+a =x. Entonces x + 1 =
y+ta+l=asy<x+1=y<s(x)
Supongamos ahora que tenemos el caso contrario, x <y, es decir, que 3a €N/ x+a =1y.
Podemos suponer x # y ya que el caso x = y esta incluido en el caso anterior. Entonces a #
0=>3beN/b+l1=a=>x+b+1l=y=>2x+1<y=>s(x)<y

Asi, < es de orden total y diremos que (N, <) es totalmente ordenado.

d. Division en N

Veamos ahora con la siguiente proposicion como dividir nimeros naturales. Necesitaremos esto para
el teorema fundamental de la numeracion que veremos en el apartado 3.

Teorema: sea y € N*. Paracadax e N3!q,reN /x=q-y+r,conr <y. Aq se le llama cociente
de la division de x entre y y a1, resto.

Demostracion: lo probamos por induccién sobre x.
Six =0, bastatomarq =r = 0.
Supongamos que 3q,r EN/x =gq -y +r,r <y.Veamos que se cumple para s(x).
Comox=q-y+r=sx)=q-y+s)
Puede pasar que:
1) s(r) <y,yyalotendriamos,



2) sr)=y=>s(x)=q-y+y=(g+1)-y+0yportanto s(x) lo verifica.
Hemos probado la existencia. Probemos ahora la unicidad.
Supongamos que 3q4,9,, 7,2 EN / q-y+1r =x=q, -y +1,, con r,rp, <y. Queremos ver que
n=rnyq = q.
Suponemosry <1, = g, < q;1. Entonces
@2+1<q1=>q y+ty=q1 y=>q y+tn=q - y+tn2q -ytytn=>n2y+n2y#

Asi,ry =rpyportantoq, -y =q,y = q1 = q>.

3. SISTEMAS DE NUMERACION

a. Definicion
Los sistemas de numeracion antiguos eran aditivos. Estos sistemas presentan dos desventajas
principales: la primera es que, a medida que los numeros se hacen mas grandes, se necesitan cada vez

mas simbolos y la segunda, y de mayor importancia, es que las operaciones con dichos nimeros se
hacen sumamente dificiles y quedaban reservadas a los especialistas.

Por otra parte, la invencion de la notacion posicional, donde el valor de los signos dependen de la
posicién que ocupan dentro de la estructura, facilita los calculos y ademas los numeros son expresados
usando un pequefio conjunto de simbolos, llamados digitos; que en nuestro sistema decimal son los
numeros arabigos. 0,1....9. El uso del diez como base esta intimamente ligado al hecho fisico de tener
diez dedos para contar.

Sin embargo, hay léxico en otras lenguas que muestran vestigios de otras bases como la base 20. Los
astrénomos babildnicos utilizaban la base 60, que hoy en dia permanece vigente en el computo del
tiempo y en la medida de grados. Desde un punto de vista tedrico, el sistema posicional de base 2 se
destaca como aquel con la menor base posible, siendo sus Unicos digitos el 0 y el 1, pero posee la
desventaja de la longitud de sus expresiones para representar nimeros pequefios. Hoy en dia es muy
importante, ya que se utiliza en computacion.

b. Teorema fundamental de la numeracion. Propiedades

La representacion escrita de los nUmeros naturales se fundamenta en el hecho en el que todo
numero natural se puede expresar como combinacion lineal de potencias de la base elegida, como nos
muestra el siguiente resultado.

Teorema fundamental de la numeraciéon: dada una base b (b € N,b > 1), todo numero natural x €
N puede expresarse de forma UGinica como:
x=1y+nb+nrb*+ +nb* conry €N, 1, <bVi=0,..,k

Demostracion: Si x < b, tomariamosry =xy1r; =0Vi # 0
Supongamos que x = b. Dividimos x entre b. Si el cociente q; = b, dividimos q; entre b y asi
sucesivamente hasta obtener un cociente menor que b. Se obtiene que:
xX=qb+r1y 19<Db
q1=qb+m, 1 <Db
G2 = qzb+1, 1, <b

Qk-1 = Qb + 11, Tp-1 <Db
Qe =T T <Db
Esto es posible pues q; > g, > q3 > -
Luego x = 1y + 1 b + 1,b% + -+ + 1,b* y tenemos probada la existencia. Probemos ahora la unicidad.



supongamos que 3s; €N, s; < b Vj =0, ..., 1, tales que 1o + 11b + 1,b% + -+ + 1b* = 5+ 51b + 5, +

ot sybl,

Si k < I, tendriamos que:

ro+mb+-+nb¥<(b-1)(14+b++b*)=b1—1<b! <sy+5,b+ -+ 5;b

Que es una contradicciéon, conloque k =1y

X=T1 +T‘1b + -..+kak =S +Slb + ...+Skbk =1, + (,rl +T2b + "‘+kak_1)b —
= 5o+ (51 +52b + =+ 5,b* )b

Donde ambas expresiones coinciden con la division de x entre b. Por unicidad del cociente y el

resto, 1y =5Sq y 13 + 1ob + -+ 1 b* 1 =5, + 5,b + -+ + 5, b*"1. Reiterando el proceso obtenemos que
r=5; Vi = 0, ,k
A esta expresion la llamamos expresion polindmica del nimero x en base b.

A partir del resultado anterior podemos extraer las siguientes propiedades de la numeracion:

1)

2)
3)

4)

Los numeros b,b?% b3,.. se expresan, respectivamente, en el sistema de base b, por
10,100,1000 ...

Un nGmero x en base b tiene r cifrassiy solosi b"™1 < x < b"

Six,y € N/ xp) tiene r cifras e yp) tiene s cifras con s <r, entonces y < x. (El nUmero con mas
cifras es mayor).

Si xp) € yp) tienen el mismo ndmero de cifras, entonces x > y sila primera cifra de x distinta de

y (empezando por la izquierda) es mayor que esta.

c. Cambios de base

Hay ocasiones en las que nos es necesario cambiar de un sistema de numeracion a otro. Veamos
coémo pasar un nimero de base b a base b'":

Pasar de base b a base b’ = 10.
Para pasar x,y a base 10 es suficiente con emplear su expresion polinémica y hacer las

operaciones en base 10.
Ejlemplo: 1234 = 1-42+2-4' +3 =16 4+ 8+ 3 = 27,

Pasar de base b = 10 a base b'.

Para pasar x1p) a base b’ podemos llevar a cabo el método de divisién sucesiva utilizado en
la demostraciéon del teorema fundamental de la numeracién, tomando para la expresion del
nimero en base b’ como primera cifra de la izquierda el Gltimo cociente y a continuacion la
sucesion de los restos en orden inverso.

Ejemplo: 27,4y = 123,

Pasar de base b # 10 a base b’ # 10

Para hacerlo basta combinar los procedimientos anteriores, pasando de base b a base 10 y
luego de base 10 a base b'.

Ejemplo: 123, = 2749y = 1025,



CONCLUSION

Terminamos aqui el tema 1, habiendo desarrollado los apartados que nos exigia el titulo del mismo.
En el desarrollo del tema hemos visto que (N,+) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 0.
Necesitaremos ampliar N a un conjunto que cumple que todo elemento que contiene tenga simétrico
para la suma. Sera el conjunto de los enteros, Z, y (Z, +) sera grupo abeliano. Lo veremos en el tema 4.

La nocidon de nimero natural aparece en todos los cursos de la educacion secundaria y
bachillerato, puesto que es un elemento principal en el conocimiento matematico. En concreto, en la
LOMLOE queda recogido su estudio en el bloque de sentido numérico y de las operaciones, dado que
en este bloque se trabaja el conjunto de saberes basicos relacionados con la comprensién y significado
de numero, su naturaleza, representacion, simbolizacion y su uso en las relaciones, propiedades,
operaciones y estrategias del calculo.
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