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0. INTRODUCCIÓN 
Tuvo que pasar mucho tiempo hasta que la humanidad aprendiera a representar con el mismo 

símbolo un conjunto formado por seis caballos y otro por seis manzanas. Se fue descubriendo que los 
números servían para contar y comparar cosas, y más adelante para hacer operaciones con ellos y 
para medir. Con todo esto surgió la necesidad de la representación de los números y su organización en 
distintos sistemas de numeración. 

La humanidad experimentalmente descubrió que la suma y el producto poseían la propiedad 
conmutativa o la asociativa. Así fue trazándose la aritmética como ciencia dedicada al estudio de los 
números y sus relaciones. La aritmética considera las propiedades generales de los números, haciendo 
abstracción de lo particular y concreto, pudiendo así aplicar sus conclusiones a casos generales. 

En este tema desarrollaremos la construcción axiomática del conjunto de los números naturales, 
veremos las operaciones en dicho conjunto, la relación de orden que posee y los sistemas de 
numeración. Los conocimientos previos que necesitaremos para desarrollar este tema son los relativos a 
la divisibilidad (tema 4) y a las relaciones binarias (tema 11). 

1. AXIOMÁTICA DEL NÚMERO NATURAL 
La profunda revisión que sufrió la matemática en el siglo XIX comenzó con la fundamentación del 

concepto de número. El conjunto de los números naturales quedó establecido mediante un sistema 
axiomático y, a partir de él, se construyeron los conjuntos de números enteros, racionales, reales y 
complejos. 

A continuación estudiaremos los axiomas sobre los que se basa la construcción de los números 
naturales. 

a. Axiomas de Peano 
Estos axiomas los estableció Peano a la sombra de la nueva teoría de conjuntos aparecida a finales 

del siglo XIX. 



• A1. El cero es un número natural (0 ∈ ℕ). 
• A2. A cada número natural 𝑥𝑥 ∈ ℕ le corresponde un único número natural llamado siguiente 

de 𝑥𝑥 y al que denotamos por 𝑠𝑠(𝑥𝑥). Si 𝑥𝑥 ∈ ℕ, 𝑠𝑠(𝑥𝑥) ∈ ℕ. 
• A3. El cero no es el siguiente de ningún número natural (∀𝑥𝑥 ∈ ℕ, 0 ≠ 𝑠𝑠(𝑥𝑥)). 
• A4. Si los siguientes de dos números naturales son iguales, entonces los dos números son 

iguales (𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠(𝑦𝑦) ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ). 
• A5. Principio de inducción: si un subconjunto de números naturales 𝐴𝐴 contiene al cero y al 

siguiente de cualquier número que pertenezca a 𝐴𝐴, entonces todo número natural pertenece 
a 𝐴𝐴 y por tanto 𝐴𝐴 = ℕ. 

Una de las primeras consecuencias del A5 es el método de demostración llamado de inducción 
completa. Este método puede usarse para probar que todo número natural satisface una propiedad P: 
según dicho axioma basta comprobar que el 1 la cumple y que si es cierta para n lo es para el 𝑠𝑠(𝑛𝑛). 

Como consecuencia directa de los axiomas de Peano tenemos los siguientes resultados: 

• ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥) ≠ 𝑠𝑠(𝑦𝑦). 
• ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 ≠ 𝑠𝑠(𝑥𝑥). 
• ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ∗ = ℕ\{0}  ∃!𝑦𝑦 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠(𝑦𝑦). 

Este método nos permite introducir por recurrencia en ℕ, como veremos en el próximo apartado, dos 
operaciones a las que llamaremos respectivamente suma y producto y lo utilizaremos para demostrar sus 
propiedades. 

2. EL SEMIANILLO ORDENADO ℕ 

a. Suma en ℕ 
Definimos la suma de números naturales como la aplicación dada por: 

+ ∶  ℕ × ℕ → ℕ 

                 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ↦ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 

Tal que: 

1) 𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥 
2) 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(𝑦𝑦) = 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) 

Veamos ahora las propiedades que cumple esta operación: 

• + es una operación interna, es decir, que ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ∈ ℕ. 
Demostración: por inducción sobre y, fijado x. 
Si 𝑦𝑦 = 0:  𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥 ∈ ℕ 
Suponemos que 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 ∈ ℕ, veamos que 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) ∈ ℕ. Por definición de ℕ, en concreto por el 
axioma 2, esto es cierto. 

 
• Asociativa: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℕ, (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧). 

Demostración: Fijados x e y, lo probamos por inducción sobre z. 
Si 𝑧𝑧 = 0 se cumple, pues (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 0 = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 

    𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 0) = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 
Si para 𝑧𝑧 es cierto, veamos que también lo es para 𝑠𝑠(𝑧𝑧). 
(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑠𝑠((𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑧𝑧) por definición de suma. 



𝑠𝑠�(𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 𝑧𝑧� = 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)) por hipótesis de inducción. 
𝑠𝑠�𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧)� = 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 𝑠𝑠(𝑧𝑧)) por definición de suma. 

 
• Existencia de elemento neutro: ∃ 0 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥 = 0 + 𝑥𝑥  ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ. 

Demostración: por la definición de suma, 𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥 
Veamos que 0 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥. Por inducción. 
Si 𝑥𝑥 = 0, 0 + 0 = 0 
Si es cierto para x, veamos que lo es para 𝑠𝑠(𝑥𝑥): 
0 + 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠(0 + 𝑥𝑥) por definición de suma. 
𝑠𝑠(0 + 𝑥𝑥) = 𝑠𝑠(𝑥𝑥) por hipótesis de inducción. 

 
• Conmutativa: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥. 

Antes de demostrar esta propiedad, veamos la siguiente nota. 
Nota: como 𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥, 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + 0) = 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(0). Si llamamos 1 = 𝑠𝑠(0) tenemos que 𝑠𝑠(𝑥𝑥) =
𝑥𝑥 + 1. 
Veamos ahora la demostración de la propiedad conmutativa. 
Demostración: fijado x, lo probamos por inducción sobre y. 
Si 𝑦𝑦 = 0, 𝑥𝑥 + 0 = 0 + 𝑥𝑥. 
Si es cierto para 𝑦𝑦 = 1  (𝑥𝑥 + 1 = 1 + 𝑥𝑥), veamos que lo es para 𝑠𝑠(1): 

𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(1) = 𝑥𝑥 + (1 + 1) = (𝑥𝑥 + 1) + 1 = (1 + 𝑥𝑥) + 1 = 
= 1 + (𝑥𝑥 + 1) = 1 + (1 + 𝑥𝑥) = (1 + 1) + 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠(1) + 𝑥𝑥 

 
Si es cierto para y  (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥), veamos que lo es para 𝑠𝑠(𝑦𝑦): 

𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 + (𝑦𝑦 + 1) = (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) + 1 = (𝑦𝑦 + 𝑥𝑥) + 1 = 
= 𝑦𝑦 + (𝑥𝑥 + 1) = 𝑦𝑦 + (1 + 𝑥𝑥) = (𝑦𝑦 + 1) + 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠(𝑦𝑦) + 𝑥𝑥 

 
• Ningún número natural, salvo el cero, tiene simétrico: si 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 0. 

Demostración: razonamos por reducción al absurdo. Sea 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 con 𝑦𝑦 ≠ 0. Como 𝑦𝑦 ≠ 0, 
por la consecuencia III de los axiomas de Peano, ∃𝑧𝑧 ∈ ℕ / 𝑦𝑦 = 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 1. 
Entonces 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 + 1 = 0 ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) = 0. Contradicción con el axioma 3. 

 
• Si 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℕ 

Demostración: por inducción sobre z. 
Si 𝑧𝑧 = 0, es evidente. 
Suponemos que 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 implica que 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦. Veamos que se cumple para 𝑠𝑠(𝑧𝑧): 
Si 𝑥𝑥 + 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑦𝑦 + 𝑠𝑠(𝑧𝑧) ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥 + 𝑧𝑧) = 𝑠𝑠(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 + 𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 

 

Entonces (ℕ, +) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 0. 

b. Producto en ℕ 
Definimos el producto de números naturales como la aplicación dada por: 

· ∶  ℕ × ℕ → ℕ 

                 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ↦ 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 

Tal que: 

1) 𝑥𝑥 · 0 = 0 
2) 𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 



Veamos ahora las propiedades que cumple esta operación: 

• · es una operación interna, es decir, que ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ ⇒ 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 ∈ ℕ. 
Demostración: por inducción sobre y, fijado x. 
Si 𝑦𝑦 = 0:  𝑥𝑥 · 0 = 0 ∈ ℕ 
Suponemos que 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 ∈ ℕ, veamos que 𝑠𝑠(𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) ∈ ℕ. Por definición de ℕ, en concreto por el 
axioma 2, esto es cierto. 
 

• Distributiva de · respecto de + : ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℕ, (𝑥𝑥 + 𝑦𝑦) · 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑦𝑦 · 𝑧𝑧, 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 
Demostración: probamos una de ellas por inducción, la otra es análoga. 
Si 𝑧𝑧 = 0 se cumple, pues 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 + 0) = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 0 = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 0 
Si para z es cierto (𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧), veamos que lo es para 𝑠𝑠(𝑧𝑧): 

𝑥𝑥 · �𝑦𝑦 + 𝑠𝑠(𝑧𝑧)� = 𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 + 𝑧𝑧) + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) 
 

• Asociativa: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℕ, (𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) · 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 𝑧𝑧) 
Demostración: Fijados x e y, lo probamos por inducción sobre z. 
Si 𝑧𝑧 = 0 se cumple, pues (𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) · 0 = 0 = 𝑥𝑥 · 0 = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 0) 
Si para z es cierto ((𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) · 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 𝑧𝑧)), veamos que lo es para 𝑠𝑠(𝑧𝑧): 

(𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = (𝑥𝑥 · 𝑦𝑦) · 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 𝑧𝑧) + 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 𝑧𝑧 + 𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧)) 
 

• Existencia de elemento neutro: ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 · 1 = 𝑥𝑥 = 1 · 𝑥𝑥 
Demostración: 𝑥𝑥 · 1 = 𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(0) = 𝑥𝑥 · 0 + 𝑥𝑥 = 0 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 
Veamos 1 · 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 por inducción: 
Si 𝑥𝑥 = 0, 1 · 0 = 0 
Suponemos 1 · 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥, veamos 1 · 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑠𝑠(𝑥𝑥) 

1 · 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 1 · 𝑥𝑥 + 1 = 𝑥𝑥 + 1 = 𝑠𝑠(𝑥𝑥) 
 

• Existencia de elemento absorbente: ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ, 0 · 𝑥𝑥 = 0 
Demostración: por inducción sobre x. 
Si 𝑥𝑥 = 0, 0 · 0 = 0 
Suponemos 0 · 𝑥𝑥 = 0, veamos 0 · 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 0: 

0 · 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 0 · 𝑥𝑥 + 0 = 0 + 0 = 0 
 

• Conmutativa: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 · 𝑥𝑥 
Demostración: por inducción sobre y. 
Si 𝑦𝑦 = 0, 𝑥𝑥 · 0 = 0 = 0 · 𝑥𝑥 
Si se cumple para y (𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑦𝑦 · 𝑥𝑥), veamos que se cumple para 𝑠𝑠(𝑦𝑦): 

𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑦𝑦) = 𝑥𝑥 · (𝑦𝑦 + 1) = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 + 𝑥𝑥 · 1 = 𝑦𝑦 · 𝑥𝑥 + 1 · 𝑥𝑥 = (𝑦𝑦 + 1) · 𝑥𝑥 = 𝑠𝑠(𝑦𝑦) · 𝑥𝑥 
 

• En ℕ no hay divisores de cero: 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 0  𝑜𝑜  𝑦𝑦 = 0. 
Demostración: por reducción al absurdo. Sea 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 0 con 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 ≠ 0. Como 𝑦𝑦 ≠ 0, ∃𝑧𝑧 ∈ ℕ / 
𝑦𝑦 = 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑧𝑧 + 1. Entonces 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 0 → 𝑥𝑥 · (𝑧𝑧 + 1) = 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥 = 0 → 𝑥𝑥 = 0 
 

• Ningún número natural, salvo el 1, tiene simétrico: si 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 1 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 = 1 
Demostración: por reducción al absurdo. Sea 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 1 con 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ≠ 1. Sean 𝑡𝑡, 𝑣𝑣 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 = 𝑡𝑡 + 1 
e 𝑦𝑦 = 𝑣𝑣 + 1. 

1 = 𝑥𝑥 · 𝑦𝑦 = 𝑥𝑥 · (𝑣𝑣 + 1) = 𝑥𝑥 · 𝑣𝑣 + 𝑥𝑥 · 1 = 𝑥𝑥 · 𝑣𝑣 + 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥 · 𝑣𝑣 + 𝑡𝑡 + 1 = 1 
Por el axioma 4, 𝑥𝑥 · 𝑣𝑣 + 𝑡𝑡 = 0, y como ningún número natural salvo el cero tiene simétrico para 
la suma tenemos que 𝑥𝑥 · 𝑣𝑣 = 0 = 𝑡𝑡  ⇒   𝑥𝑥 = 1  𝑒𝑒  𝑦𝑦 = 1. 
 



• Si 𝑧𝑧 ≠ 0, 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 · 𝑧𝑧  ⇒   𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 
Demostración: Si 𝑧𝑧 = 1 es cierto, pues 𝑥𝑥 · 1 = 𝑦𝑦 · 1 ⇒  𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 
Supongamos que 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 = 𝑦𝑦 · 𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦. Veamos que 𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑦𝑦 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 

𝑥𝑥 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) = 𝑦𝑦 · 𝑠𝑠(𝑧𝑧) ⇒ 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 · 𝑧𝑧 + 𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑧𝑧 = 𝑥𝑥 · 𝑧𝑧 + 𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 

Entonces (ℕ,·) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 1 y (ℕ, +,·) es un semianillo abeliano. 

c. Orden en ℕ 
Dados dos números naturales 𝑥𝑥 e 𝑦𝑦, diremos que 𝑥𝑥 es menor o igual que 𝑦𝑦, y lo denotaremos por 𝑥𝑥 ≤

𝑦𝑦  sii ∃𝑎𝑎 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦. Decimos también que 𝑦𝑦 es mayor o igual que 𝑥𝑥 y lo denotamos por 𝑦𝑦 ≥ 𝑥𝑥. Para 
expresar que 𝑥𝑥 es menor estricto que 𝑦𝑦 escribiremos 𝑥𝑥 < 𝑦𝑦. 

Vamos a ver que la relación binaria “ser menor o igual que” es una relación de orden total: 

• Reflexiva: ∀𝑥𝑥 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 ≤ 𝑥𝑥 
Demostración: se cumple ya que ∃ 0 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 0 = 𝑥𝑥 
 

• Antisimétrica: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ, si 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 e 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 
Demostración: Como 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦, ∃𝑎𝑎 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦, y como 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥, ∃𝑏𝑏 ∈ ℕ / 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏 = 𝑥𝑥. 
Así, 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦 ⇒ 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦 ⇒ 𝑏𝑏 + 𝑎𝑎 = 0 ⇒ 𝑎𝑎 = 𝑏𝑏 = 0 ⇒ 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 
 

• Transitiva: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑧𝑧 ∈ ℕ, si 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 e 𝑦𝑦 ≤ 𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥 ≤ 𝑧𝑧 
Demostración: Como 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦, ∃𝑎𝑎 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦, y como 𝑦𝑦 ≤ 𝑧𝑧, ∃𝑏𝑏 ∈ ℕ / 𝑦𝑦 + 𝑏𝑏 = 𝑧𝑧. 
Así, 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 ⇒ ∃𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏 = 𝑧𝑧 ⇒ 𝑥𝑥 ≤ 𝑧𝑧 
 

Con las propiedades anteriores tenemos demostrado que ≤ es una relación de orden. Veamos que 
es de orden total: 

• ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ, 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦 o 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 
Demostración: fijamos 𝑦𝑦, y probamos por inducción sobre 𝑥𝑥. 
Si 𝑥𝑥 = 0 se cumple, pues 0 ≤ 𝑦𝑦 ∀𝑦𝑦 ∈ ℕ 
Supongamos que se cumple que 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥, es decir, que ∃𝑎𝑎 ∈ ℕ / 𝑦𝑦 + 𝑎𝑎 = 𝑥𝑥. Entonces 𝑥𝑥 + 1 =
𝑦𝑦 + 𝑎𝑎 + 1 ⇒ 𝑦𝑦 ≤ 𝑥𝑥 + 1 ⇒ 𝑦𝑦 ≤ 𝑠𝑠(𝑥𝑥) 
Supongamos ahora que tenemos el caso contrario, 𝑥𝑥 ≤ 𝑦𝑦, es decir, que ∃𝑎𝑎 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 + 𝑎𝑎 = 𝑦𝑦. 
Podemos suponer 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 ya que el caso 𝑥𝑥 = 𝑦𝑦 está incluido en el caso anterior. Entonces 𝑎𝑎 ≠
0 ⇒ ∃𝑏𝑏 ∈ ℕ / 𝑏𝑏 + 1 = 𝑎𝑎 ⇒ 𝑥𝑥 + 𝑏𝑏 + 1 = 𝑦𝑦 ⇒ 𝑥𝑥 + 1 ≤ 𝑦𝑦 ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥) ≤ 𝑦𝑦 
 

Así, ≤ es de orden total y diremos que (ℕ,≤) es totalmente ordenado. 

d. División en ℕ 
Veamos ahora con la siguiente proposición cómo dividir números naturales. Necesitaremos esto para 

el teorema fundamental de la numeración que veremos en el apartado 3. 

Teorema: sea 𝑦𝑦 ∈ ℕ∗. Para cada𝑥𝑥 ∈ ℕ ∃!𝑞𝑞, 𝑟𝑟 ∈ ℕ  / 𝑥𝑥 = 𝑞𝑞 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟, con 𝑟𝑟 < 𝑦𝑦. A 𝑞𝑞 se le llama cociente 
de la división de 𝑥𝑥 entre 𝑦𝑦 y a 𝑟𝑟, resto. 

Demostración: lo probamos por inducción sobre 𝑥𝑥. 
Si 𝑥𝑥 = 0, basta tomar 𝑞𝑞 = 𝑟𝑟 = 0. 
Supongamos que ∃𝑞𝑞, 𝑟𝑟 ∈ ℕ / 𝑥𝑥 = 𝑞𝑞 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟, 𝑟𝑟 < 𝑦𝑦. Veamos que se cumple para 𝑠𝑠(𝑥𝑥). 
Como 𝑥𝑥 = 𝑞𝑞 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟 ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞 · 𝑦𝑦 + 𝑠𝑠(𝑟𝑟) 
Puede pasar que: 

1) 𝑠𝑠(𝑟𝑟) < 𝑦𝑦, y ya lo tendríamos, 



2) 𝑠𝑠(𝑟𝑟) = 𝑦𝑦 ⇒ 𝑠𝑠(𝑥𝑥) = 𝑞𝑞 · 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦 = (𝑞𝑞 + 1) · 𝑦𝑦 + 0 y por tanto 𝑠𝑠(𝑥𝑥) lo verifica. 
Hemos probado la existencia. Probemos ahora la unicidad. 
Supongamos que ∃𝑞𝑞1,𝑞𝑞2, 𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2 ∈ ℕ / 𝑞𝑞1 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟1 = 𝑥𝑥 = 𝑞𝑞2 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟2, con 𝑟𝑟1, 𝑟𝑟2 < 𝑦𝑦. Queremos ver que 

𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 y 𝑞𝑞1 = 𝑞𝑞2. 
Suponemos 𝑟𝑟1 < 𝑟𝑟2 ⇒ 𝑞𝑞2 < 𝑞𝑞1. Entonces 
𝑞𝑞2 + 1 ≤ 𝑞𝑞1 ⇒ 𝑞𝑞2 · 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦 ≤ 𝑞𝑞1 · 𝑦𝑦 ⇒ 𝑞𝑞2 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟2 = 𝑞𝑞1 · 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟1 ≥ 𝑞𝑞2 · 𝑦𝑦 + 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟1 ⇒ 𝑟𝑟2 ≥ 𝑦𝑦 + 𝑟𝑟1 ≥ 𝑦𝑦 # 

Así, 𝑟𝑟1 = 𝑟𝑟2 y por tanto 𝑞𝑞1 · 𝑦𝑦 = 𝑞𝑞2 · 𝑦𝑦 ⇒ 𝑞𝑞1 = 𝑞𝑞2. 

3. SISTEMAS DE NUMERACIÓN 

a. Definición 
Los sistemas de numeración antiguos eran aditivos. Estos sistemas presentan dos desventajas 

principales: la primera es que, a medida que los números se hacen más grandes, se necesitan cada vez 
más símbolos y la segunda, y de mayor importancia, es que las operaciones con dichos números se 
hacen sumamente difíciles y quedaban reservadas a los especialistas. 

Por otra parte, la invención de la notación posicional, donde el valor de los signos dependen de la 
posición que ocupan dentro de la estructura, facilita los cálculos y además los números son expresados 
usando un pequeño conjunto de símbolos, llamados dígitos; que en nuestro sistema decimal son los 
números arábigos. 0,1....9. El uso del diez como base está íntimamente ligado al hecho físico de tener 
diez dedos para contar. 

Sin embargo, hay léxico en otras lenguas que muestran vestigios de otras bases como la base 20. Los 
astrónomos babilónicos utilizaban la base 60, que hoy en día permanece vigente en el cómputo del 
tiempo y en la medida de grados. Desde un punto de vista teórico, el sistema posicional de base 2 se 
destaca como aquel con la menor base posible, siendo sus únicos dígitos el 0 y el 1, pero posee la 
desventaja de la longitud de sus expresiones para representar números pequeños. Hoy en día es muy 
importante, ya que se utiliza en computación. 

b. Teorema fundamental de la numeración. Propiedades 
La representación escrita de los números naturales se fundamenta en el hecho en el que todo 

número natural se puede expresar como combinación lineal de potencias de la base elegida, como nos 
muestra el siguiente resultado. 

Teorema fundamental de la numeración: dada una base 𝑏𝑏 (𝑏𝑏 ∈ ℕ, 𝑏𝑏 > 1), todo número natural 𝑥𝑥 ∈
ℕ puede expresarse de forma única como: 

𝑥𝑥 = 𝑟𝑟0 + 𝑟𝑟1𝑏𝑏 + 𝑟𝑟2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘, con 𝑟𝑟𝑖𝑖 ∈ ℕ, 𝑟𝑟𝑖𝑖 < 𝑏𝑏 ∀𝑖𝑖 = 0, … ,𝑘𝑘 

Demostración: Si 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏, tomaríamos 𝑟𝑟0 = 𝑥𝑥 y 𝑟𝑟𝑖𝑖 = 0 ∀𝑖𝑖 ≠ 0 
Supongamos que 𝑥𝑥 ≥ 𝑏𝑏. Dividimos 𝑥𝑥 entre 𝑏𝑏. Si el cociente 𝑞𝑞1 ≥ 𝑏𝑏, dividimos 𝑞𝑞1 entre 𝑏𝑏 y así 

sucesivamente hasta obtener un cociente menor que 𝑏𝑏. Se obtiene que: 
𝑥𝑥 = 𝑞𝑞1𝑏𝑏 + 𝑟𝑟0,   𝑟𝑟0 < 𝑏𝑏 
𝑞𝑞1 = 𝑞𝑞2𝑏𝑏 + 𝑟𝑟1,   𝑟𝑟1 < 𝑏𝑏 
𝑞𝑞2 = 𝑞𝑞3𝑏𝑏 + 𝑟𝑟2,   𝑟𝑟2 < 𝑏𝑏 

… 
𝑞𝑞𝑘𝑘−1 = 𝑞𝑞𝑘𝑘𝑏𝑏 + 𝑟𝑟𝑘𝑘−1,   𝑟𝑟𝑘𝑘−1 < 𝑏𝑏 

𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑟𝑟𝑘𝑘,   𝑟𝑟𝑘𝑘 < 𝑏𝑏 
Esto es posible pues 𝑞𝑞1 > 𝑞𝑞2 > 𝑞𝑞3 > ⋯ 
Luego 𝑥𝑥 = 𝑟𝑟0 + 𝑟𝑟1𝑏𝑏 + 𝑟𝑟2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 y tenemos probada la existencia. Probemos ahora la unicidad. 



Supongamos que ∃𝑠𝑠𝑗𝑗 ∈ ℕ, 𝑠𝑠𝑗𝑗 < 𝑏𝑏 ∀𝑗𝑗 = 0, … , 𝑙𝑙, tales que 𝑟𝑟0 + 𝑟𝑟1𝑏𝑏 + 𝑟𝑟2𝑏𝑏2 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑠𝑠0 + 𝑠𝑠1𝑏𝑏 + 𝑠𝑠2𝑏𝑏2 +
⋯+ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑏𝑏𝑙𝑙. 

Si 𝑘𝑘 < 𝑙𝑙, tendríamos que: 
𝑟𝑟0 + 𝑟𝑟1𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 ≤ (𝑏𝑏 − 1)�1 + 𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑏𝑏𝑘𝑘� = 𝑏𝑏𝑘𝑘+1 − 1 < 𝑏𝑏𝑙𝑙 ≤ 𝑠𝑠0 + 𝑠𝑠1𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑠𝑠𝑙𝑙𝑏𝑏𝑙𝑙 

Que es una contradicción, con lo que 𝑘𝑘 = 𝑙𝑙 y 
𝑥𝑥 = 𝑟𝑟0 + 𝑟𝑟1𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑠𝑠0 + 𝑠𝑠1𝑏𝑏 +⋯+ 𝑠𝑠𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘 = 𝑟𝑟0 + �𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘−1�𝑏𝑏 =

= 𝑠𝑠0 + �𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑠𝑠𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘−1�𝑏𝑏 
Donde ambas expresiones coinciden con la división de 𝑥𝑥 entre 𝑏𝑏. Por unicidad del cociente y el 

resto, 𝑟𝑟0 = 𝑠𝑠0 y 𝑟𝑟1 + 𝑟𝑟2𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑟𝑟𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘−1 = 𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2𝑏𝑏 + ⋯+ 𝑠𝑠𝑘𝑘𝑏𝑏𝑘𝑘−1. Reiterando el proceso obtenemos que 
𝑟𝑟𝑖𝑖 = 𝑠𝑠𝑖𝑖 ∀𝑖𝑖 = 0, … ,𝑘𝑘. 

A esta expresión la llamamos expresión polinómica del número 𝑥𝑥 en base 𝑏𝑏. 

 
A partir del resultado anterior podemos extraer las siguientes propiedades de la numeración: 

1) Los números 𝑏𝑏, 𝑏𝑏2,𝑏𝑏3, … se expresan, respectivamente, en el sistema de base 𝑏𝑏, por 
10, 100, 1000 … 

2) Un número 𝑥𝑥 en base 𝑏𝑏 tiene 𝑟𝑟 cifras si y solo si 𝑏𝑏𝑟𝑟−1 ≤ 𝑥𝑥 < 𝑏𝑏𝑟𝑟 
3) Si 𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ ℕ / 𝑥𝑥𝑏𝑏) tiene 𝑟𝑟 cifras e 𝑦𝑦𝑏𝑏) tiene 𝑠𝑠 cifras con 𝑠𝑠 < 𝑟𝑟, entonces 𝑦𝑦 < 𝑥𝑥. (El número con más 

cifras es mayor). 
4) Si 𝑥𝑥𝑏𝑏) e 𝑦𝑦𝑏𝑏) tienen el mismo número de cifras, entonces 𝑥𝑥 > 𝑦𝑦 si la primera cifra de 𝑥𝑥 distinta de 

𝑦𝑦 (empezando por la izquierda) es mayor que esta. 

c. Cambios de base 
Hay ocasiones en las que nos es necesario cambiar de un sistema de numeración a otro. Veamos 

cómo pasar un número de base 𝑏𝑏 a base 𝑏𝑏′: 

• Pasar de base 𝑏𝑏 a base 𝑏𝑏′ = 10. 
Para pasar 𝑥𝑥𝑏𝑏) a base 10 es suficiente con emplear su expresión polinómica y hacer las 
operaciones en base 10. 
Ejemplo: 1234) = 1 · 42 + 2 · 41 + 3 = 16 + 8 + 3 = 2710) 
 

• Pasar de base 𝑏𝑏 = 10 a base 𝑏𝑏′. 
Para pasar 𝑥𝑥10) a base 𝑏𝑏′ podemos llevar a cabo el método de división sucesiva utilizado en 
la demostración del teorema fundamental de la numeración, tomando para la expresión del 
número en base 𝑏𝑏′ como primera cifra de la izquierda el último cociente y a continuación la 
sucesión de los restos en orden inverso. 
Ejemplo: 2710) = 1234) 

 
• Pasar de base 𝑏𝑏 ≠ 10 a base 𝑏𝑏′ ≠ 10 

Para hacerlo basta combinar los procedimientos anteriores, pasando de base 𝑏𝑏 a base 10 y 
luego de base 10 a base 𝑏𝑏′. 
Ejemplo: 1234) = 2710) = 1025) 

 



CONCLUSIÓN 
Terminamos aquí el tema 1, habiendo desarrollado los apartados que nos exigía el título del mismo. 

En el desarrollo del tema hemos visto que (ℕ, +) es un semigrupo abeliano con elemento neutro 0. 
Necesitaremos ampliar ℕ a un conjunto que cumple que todo elemento que contiene tenga simétrico 
para la suma. Será el conjunto de los enteros, ℤ, y (ℤ, +) será grupo abeliano. Lo veremos en el tema 4. 

La noción de número natural aparece en todos los cursos de la educación secundaria y 
bachillerato, puesto que es un elemento principal en el conocimiento matemático. En concreto, en la 
LOMLOE queda recogido su estudio en el bloque de sentido numérico y de las operaciones, dado que 
en este bloque se trabaja el conjunto de saberes básicos relacionados con la comprensión y significado 
de número, su naturaleza, representación, simbolización y su uso en las relaciones, propiedades, 
operaciones y estrategias del cálculo. 
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