ATEMATICAS

APLICADAS A LAS CIENCIAS SOCIALES I

Raul Juan Martinez

educalia

editorial




MATEMATICAS
APLICADAS A LAS
CIENCIAS SOCIALES II

Raul Juan Martinez

editorial



Segunda edicién, 2020
Maquetacién: Radl Juan Martinez
Edita: Educalia Editorial

Imprime: Grupo Digital 82, S. L.
ISBN: 978-84-17493-15-8
Depésito legal: V-2311-2018

Printed in Spain/Impreso en Espaiia.

Todos los derechos reservados. No estd permitida la reimpresién de ninguna parte de este libro, ni de imégenes ni de
texto, ni tampoco su reproduccién, ni utilizacién, en cualquier forma o por cualquier medio, bien sea electrénico,
mecdnico o de otro modo, tanto conocida como los que puedan inventarse, incluyendo el fotocopiado o grabacién, ni
estd permitido almacenarlo en un sistema de informacién y recuperacién, sin el permiso anticipado y por escrito del editor.

Alguna de las imégenes que incluye este libro son reproducciones que se han realizado acogiéndose al
derecho de cita que aparece en el articulo 32 de la Ley 22/1987, del 11 de noviembre, de la Propiedad
intelectual. Educalia Editorial agradece a todas las instituciones, tanto piblicas como privadas, citadas en estas pdginas, su
colaboracién y pide disculpas por la posible omisién involuntaria de algunas de ellas.

Educalia Editorial

Avda. de les Jacarandes 2 loft 327 46100 Burjassot-Valéncia
Tel. 960 624 309 - 963 76 8542 -610900 111

Email: educaliaeditorial@e-ducalia.com

www.e-ducalia.com



A mis padres, José y Fina.
A mi mujer, M2 José.

A mis hijos, Maria y Jorge.

Gracias.






Tema 1. Matrices. DeteIrMINANtES .......cccicemeemimimisnsssssssssimmmsssssssssssssimnssnssnsssssssmmnsnns 9

1. Matrices. Tip0s de MAatIiCes.....ccmmm s ——————————— 11
1.1. Matrices
1.2. Tipos de matrices

2.0peraciones CON MALTICES .uuumimmmemsmsmssmsmsmsssssssssssssssssssssssasssssssssssssassssnsassssssassssnssssrssssnsssnssssesssanses 12
2.1. Suma de matrices
2.2. Producto de un niimero por una matriz
2.3. Producto de matrices

2.4. Matriz traspuesta
2.5. Potencia de matrices
B T 2 10 1A 1) T 15
3.1. Matriz inversa
3.2. Calculo de la matriz inversa a partir de la definiciéon
3.3. Calculo de la matriz inversa usando el método de Gauss
4. RaNG0 de UNA MALTIZ...ocuvcmsmsmsesmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssss s sassssss s ssassssss s ssssasassssssnses 16
4.1. Definicién
4.2. Obtencidén del rango de una matriz por el método de Gauss
4.3 Discusion del rango de una matriz con un parametro
LT D T ) 5 01 B D L 17
5.1. Definicién
5.2. Determinantes de orden dos

5.3. Determinantes de orden tres
5.4. Propiedades de los determinantes

6. Aplicaciones de 10S determinantes ... —————————— 19
6.1. Calculo de la inversa de una matriz
6.2. Obtencidn del rango de una matriz

70 23 1= (6 ot (0 L 22
7.1. Ejercicios de matrices

7.2. Ejercicios de determinantes
7.3. Ejercicios de EBAU
7.4. Soluciones

Tema 2. Sistemas de ecuaciones lineales. Método de GausSS ......cccccecerrrmrrssensrssans 29

1. SIStEIMNAS (€ CCUACIONES ..oiiervrrrsrrrassrerssersssrsssssssssnsasnsasssassesssssssssssssssssassssssssssssssnsssnsssnsssasassssssssssssasssanssn 31
1.1. Definiciones

1.2. Clasificacion de los sistemas en funcién del nimero de soluciones
1.3. Sistemas de ecuaciones equivalentes
1.4. Sistemas escalonados
2. MELOAO (@ GAUSS ...ceererererarsrseseesesesmsmsssassssssssssesesssssssssasssassssssssessssassssmsmsasassssssesesesessasansasasasasssssssseessnans 32
3. Discusion de sistemas de ECUACIONES..........cccoceererenrmrmrrsrsssmsesesesesesesssssassssssssesesesssssssasassssssssssssssssnas 34
3.1. Utilizando el método de Gauss

3.2. Utilizando determinantes
4. Resolucion de problemas USANAO0 GAUSS ......ocmmmsmsmsmsmsssissssmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssses 38
LR 23 1) o (o 0, 40
5.1. Sistemas de ecuaciones

5.2. Discusion de sistemas de ecuaciones
5.3. Problemas

5.4. Ejercicios EBAU Murcia

5.5. Soluciones




Tema 3. Programacion lineal ... 47

1. Inecuaciones lineales con dos INCOZNILAS ......cceciimrmsmmmsmsmmmsssmsmssss s ———————— 49
2. Sistemas de inecuaciones lineales con dos INCOZNILAS ... ——— 50
3. Programacion lineal. Formulacion general ... 51
4. Resolucion de problemas de programacion .......sss——————ns 52

4.1. Propiedades
4.2. Ejemplos
L 33 =) o o 0 58
5.1. Ejercicios
5.2. Problemas
5.3. Problemas EBAU
5.4. Soluciones

Tema 4. Limites y cONtinUidad.......ccuummmmssnsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssans 67

1. Limite de UNa fUNCION ...vciiiiiieisimsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassassssasssssssassassssassanss 69
1.1. Limites laterales

1.2. Limite de una funcién

2. Propiedades de 10S HHMILES ... sssssssssssssmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsasasasssssses 69
3. CAlculo de IIMites SENCILIOS ..cuverierrerssisssssrssssessssssssnsssssssssssssssssssssnssssssssssssssssssassnssssssssssssassessassnssansnssns 70
4, Resolucion de indeterMiNACIONES ....uiiiieriessmmsmssmssmssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssnsssess 71

4.1. Indeterminaciones del tipo %

4.2. Indeterminaciones del tipo 15(
4.3. Indeterminaciones del tipo E

4.4. Indeterminaciones del tipo co — o
4.5. Indeterminaciones del tipo 1%

5. Continuidad de funciones. Tipos de discontinuidad ........ccccrnmnmnnnnnns——— 77
5.1. Continuidad de funciones
5.2. Discontinuidades

6. ASIiNtotas de fUNCIONES ... ————————————— 79
6.1. Asintotas verticales (A.V.)
6.2. Asintotas horizontales (A.H.)
7.3. Asintotas oblicuas (A.O.)

7023 122 4 ok (0 L 81
7.1. Ejercicios
7.2. Ejercicios EBAU de Murcia y Valencia

7.3. Soluciones

Tema 5. Derivadas. ApliCaACIiONES .......ccvcvnnimmsnsmnmmsssmssssssssssssssssasn 87

1. Derivada de UNa fUNCION ... s snsssssss s s e e e sesnsmsmsasas s s s sesessssnsasaes 89
1.2. Derivada de una funcién en un punto

1.3. Derivadas laterales
1.4. Derivabilidad y continuidad
1.5. Funcién derivada. Derivadas sucesivas
2. Reglas de deriVaciOn ... ————————————-——_ 91
2.1. Derivadas

2.2. Derivadas de operaciones con funciones
2.3. Tabla de derivadas
3. Recta tangente @ UNA CUTVA ...cuiciesmimssismsmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesssssssssssssnsssanss 95
4. Informacion extraida de la primera derivada ........———————— 926
4.1. Crecimiento y decrecimiento de funciones




4.2. Maximos y minimos relativos de funciones
5. Informacion extraida de la segunda derivada ........———————— 99
5.1. Concavidad, convexidad y puntos de inflexién
5.2. Maximos y minimos relativos
6. Optimizacion de fUNCIONES ... s s asmsnsr s e s s asnsnas 100
7. EJEICICIOS civvurssstsussnssssssnsssnsssssssssnsssnssssssssansssnssssssssansssnssssssssassssnssssssssas s snsss senssss s sssss sesssssssnsas nnsssnsssnsassnnns 102
7.1. Ejercicios
7.2. Problemas de optimizacion lineal
7.3. Ejercicios EBAU Murcia
7.4. Soluciones

Tema 6. Representacion de funciones .......mss——————— 109

1. Elementos fundamentales para construir graficas ... 111
1.1. Dominio de definicién
1.2. Simetrias
1.3. Puntos de corte
1.4. Periodicidad
1.5. Regiones de existencia de la funcién
1.6. Asintotas
1.7. Monotonia y extremos relativos
2. Ejemplos de repreSentacion ... 117

2
2.1 Funcion f (x) = 5—

2.2. Funcién f(x) = %
iz _ x+1
2.3. Funcién f(x) = i1z
KT 03 1= o Cod (1 122
Tema 7. Iniciacion a las integrales .........m—————————— 123
1. Primitivas. Reglas basicas para su calculo ... 125

1.1. Introduccién
1.2. Primitiva e integral indefinida
1.3. Métodos de integracién
2. Integral definida ... —————————————————————— 132
2.1. Integral definida
2.2. Propiedades de las integrales definidas

2.3. Regla de Barrow
3. Calculo de areas usando iNtEGrales ......————————— 134
3.1. Area de un recinto donde interviene una funcién

3.2. Area de un recinto donde intervienen dos funciones
23 1) oo U L0 135
4.1. Integrales indefinidas
4.2. Integrales definidas
4.3. Areas
4.4. Ejercicios EBAU Murcia
4.5. Soluciones

Tema 8. Probabilidad.....ccccccoeiiiiissmmmmrrrrmmsssssssmssssssssssssssssssssssessssssssnsnsssssssssssssnnnnsssssesssssns 139

Y T 1 141
1.1. Experimento aleatorio, espacio muestral y sucesos

1.2. Suceso contrario o complementario
2. OPETACIONES COMN SUCESOS ..eveesmrsessssssmsesssssssssssmstssssssssssassssssssssssssssssssssseasssssssmssssesss st smsas s ss e e snsassanns 142
2.1.Unidn de sucesos




Tema 9. Estadistica

2.2. Interseccion de sucesos
2.3. Diferencia de sucesos
2.4. Leyes de Morgan
3. Probabilidad .........cccunnsmrernsnserans

3.1. Definicién axiomatica de probabilidad
3.2. Propiedades de la probabilidad
3.3. Regla de Laplace

4. Probabilidad condicionada

5. Probabilidad compuesta
5.1. Probabilidad compuesta
5.2. Sucesos independientes
5.3. Diagramas en arbol
5.4. Tablas de contingencia

6. Probabilidad total y Teorema de Bayes

7.1. Probabilidad total
7.2. Probabilidades a posteriori. Formula de Bayes

0 23 1) () ol (0 1,

7.1. Ejercicios

7.2. Problemas

7.3. Problemas EBAU Murcia
7.4. Soluciones

1. Estimacion de la distribucién normal

1.1. Variable aleatoria
1.2. Distribucién normal
1.3. Intervalo de confianza para la media

1.4. Relacién entre nivel de confianza, error admisible y tamafio de la muestra

1.5. Hipotesis estadisticas
1.6. Contrastes de hipotesis para la media

2. Estimacion de la distribucion de una proporcion .........co——————es

2.1. Distribucion binomial

2.2. La distribucién binomial se aproxima a la normal
2.3. Calculo de probabilidades en una binomial mediante aproximacién a la normal
2.4. Intervalo de confianza para una proporcién o una probabilidad

2.5. Contrastes de hipétesis para la proporcién

R 0 03 T o ol (0 1,

3.1. Problemas
3.2. Ejercicios EBAU Murcia
3.3. Soluciones




MATRICES.
DETERMINANTES

Todos somos unos genios. Pero si juzgas a un pez por su habilidad
de escalar un arbol, vivira su vida entera creyendo que es estipido.
Albert Einstein



Tema 1. Matrices. Determinantes

INDICE
1. MATRICES. TIPOS DE MATRICES .....cccioismimsmsessumsssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssanes 11
I T/ = U 11
B 01023 L 1B L 11
2. OPERACIONES CON MATRICES. .....ccusmsmsmsamssmsussassasssssssssssssssssssassassasssssssssssssssssssnsssssasssssssssssssssssssns 12
0 T 1) 00T U0 L 4 U 12
2.2. Producto de un nUMEero por UNa MATIZ.....cccuummmmsmmimsmsmssssssssmssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssseas 13
S TR o o 01 10 Lot € 00 U0 411 0 oL, 13
2 T ) b= U A 00 U] 1) LT i 14
2.5. Potencia de MALTICES ... a0 14
3. MATRIZ INVERSA .. tttitsumsasssssnssnsssssnsssssssssssssssssssnssssssssssssssssssasssssssssssssssssssssssssssssnsssssnssnssnsssssnssnssnsns 15
B B U A =) T 15
3.2. Calculo de la matriz inversa a partir de la definiCion.........ccccoorrnniissss s 15
3.3. Calculo de la matriz inversa usando el método de GAUSS ... 15
4. RANGO DE UNA MATRIZ. .....coosirsersursnssnssmsssssssssssmsassassssssssssssssssnssssssssassssssssssssssssssssssassassasssssssssasssnsan 16
s T D T3 41 (0 o L 16
4.2. Obtencion del rango de una matriz por el método de GAUSS .....cucevmmsmresmmsmssssmssssssssssssssssssssssans 16
4.3. Discusion del rango de una matriz con Un Parametro ......ms———— 17
5. DETERMINANTES.....coocitmstusmssmsmsussmssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnsasssssssssasssssssssssssssssnssssnssnsnsssssssnsassnns 17
LS00 U D <3 i3 ) (0 L 17
5.2. Determinantes de orden doS.......c——————————————————— 18
5.3. Determinantes de Orden tres ... —————————————— 18
5.4. Propiedades de 10S determinantes ... 18
6. APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES ......cccsmsmmsmmmsmssmsessessssssssssssssssssssssassassassassassssssssssssans 19
6.1. Calculo de la inversa de UNa MALTIZ ..c.cuuiiisrmsmsmsmsmsismsmsmsssssssssssssss s sssssasasssssses 19
6.2. Obtencion del rango de UNa MAtTiZ....cusmsmsmsmsssssssssssss s 20
7. EJERCICIOS ..coeiitiitiinisnssmsssssnsassnssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssssssssnsssssssssssssssssssssssssassassnsssssssssssssssnsnns 22
7.1. EjJercicios de MAtTICES ..mimmmmsmimssisismsssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssasssssssssssssassssssassnssssssssnsassnssssnsssnssssnnns 22
7.2. Ejercicios de determinantes .......iemmmsmmmsmssmsssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssassssssssssssassnsns 25
7.3. EJerciCios de EBAU ... s s ssssss st s st s s sassssss s ens 26
7% T Y0 11 U ) 4 U 27

10



Tema 1. Matrices. Determinantes

1. MATRICES. TIPOS DE MATRICES
1.1.Matrices
Definicion: Las matrices son tablas numéricas rectangulares de la forma
all e aln
y :< ; ; )
Am1 - Amn
donde los elementos, a;;, son numeros reales.

Al designar una matriz genérica, cada término tiene dos subindices que indican la fila y la
columna a la que pertenecen. Asi, el término a;; indica que esta en la fila i y la columna j.

De forma abreviada, se puede expresar como: A = (al-j).
Nuestra matriz tiene m filas y n columnas, por lo que se dice que es de dimensién m X n, y se

escribe M, -

Ejemplos:

A= (_12 ;) € Mo, B = ((3)) € M,y C=(=2 3)€My,

Definicién: Dos matrices son iguales cuando, siendo de la misma dimension, son iguales los
elementos que ocupan el mismo lugar.

1.2.Tipos de matrices
Matriz fila: Son las matrices de dimension 1 X n. También se llaman vectores fila.
A=(1 0 —4)€ M3

Matriz columna: Son las matrices de dimension m X 1. También se llaman vectores columna.

—2
A=| 1 |€ Mz
5
Matriz nula: Es la matriz que tiene todos sus elementos nulos. Se representa por 0.
_(0 0
°=(5 o

Matriz cuadrada: Es la matriz que tiene igual nimero de filas y de columnas. Se dice que es de

dimension n en vez de n X n. Distinguiremos la diagonal principal, que esta formada por los
elementos que se encuentran en la diagonal que va del vértice superior izquierdo al inferior
derecho.

Cuando una matriz no es cuadrada, decimos que es una matriz rectangular.

O N

Matriz diagonal: Es una matriz cuadrada en la que son nulos todos los elementos que no son

de la diagonal principal.

Gy el )

11



Tema 1. Matrices. Determinantes

Matriz identidad o unidad: Es una matriz diagonal donde todos los elementos de la diagonal

principal son unos. Se representa por I,,.

n=(b ) n=(o 1 o)

0 0 1

Matriz_simétrica: Es una matriz cuadrada en la que los elementos que ocupan lugares

simétricos respecto de la diagonal principal son iguales, es decir, a;; = a;; Vi,j.

=Gy ()

Matriz triangular superior: Es una matriz cuadrada en la que todos sus elementos situados por

debajo de su diagonal principal son nulos.

=Gy o)

Matriz triangular inferior: Es una matriz cuadrada en la que todos sus elementos situados por

encima de su diagonal principal son nulos.
2 0 0
A=) B=<1 3 0)
5 0 5
2. OPERACIONES CON MATRICES

2.1.Suma de matrices

Para que dos matrices puedan sumarse, es necesario que tengan la misma dimensién. En tal
caso, se suman término a término.

A+ B = (ai;) + (byj) = (ai; + byy)
Se verifican las siguientes propiedades:
[JAsociativa: (A+ B)+C =4+ (B+ ()
[IConmutativa:A+ B=B+ A

[lElemento neutro: Eslamatriznula:A+0=0+ A=A

[]Elemento opuesto: Toda matriz, 4, tiene una opuesta, —A4

Si representamos por M, «, €l conjunto de todas las matrices de dimensién m X n, tomando
las propiedades de la suma, tenemos:
(M ixn» +) €s un grupo abeliano

Veamos un ejemplo de como realizar la suma de matrices:

1 2 3

AZ(‘; g S>EM3 1—-1 240 342 0 2 5
78 —>A+B=<4+2 541 6+3>=(6 6 9)ejvr3

B:<2 . 3>6M3 743 8-2 9-5 10 6 4

3 -2 -5

12



Tema 1. Matrices. Determinantes

2.2.Producto de un nimero por una matriz
Para multiplicar un nimero por una matriz, se multiplica cada término de la matriz por el
numero.
k-A=k-(ay) = (k- a;)

Se verifican las siguientes propiedades:

[1Asociativa: a - (B-A) = (a-B) - A

[ Distributival: (a + B)-A=a-A+p-A

[ Distributivall: - (A+B) =a-A+a-B

[JProductopor1:1-A =4

Tomando las propiedades de la suma y del producto de un nimero por una matriz, tenemos:
(M uxn» + R) es un espacio vectorial sobre R

Veamos un ejemplo de cémo se realiza la multiplicacién de un ndmero por una matriz:

k=2 2-(-1) 2-0 2-2)_(—2 0 4

Az(_l 0 2)eM2X3}_’ ked=( 2.2 2.1 2.3 4 2 6

2 13 )€ 6o

2.3.Producto de matrices

Para que dos matrices Ay B puedan multiplicarse, A - B, es necesario que el numero de
columnas de la primera coincida con el nimero de filas de la segunda.
En tal caso, el producto A - B = C es otra matriz cuyos elementos se obtienen multiplicando
cada vector fila de la primera matriz por cada vector columna de la segunda matriz,
realizando la suma de los valores obtenidos, es decir, se multiplica componente a componente
la fila i-ésima de A por la columna k-ésima de B, sumando a continuacion todos los
resultados.
Cik =Qj1 "big ++ay, by conl<i<m,1<k<p

Asi,siA € Myxn ¥ B € Myxp, entonces tenemos que C = A+ B € My, yp.
Se verifican las siguientes propiedades:

[JAsociativa: A- (B-C) = (A-B)-C

[ Distributiva respecto delasuma: A- (B+C) =A-B+A-C

[1Elemento unidad: Es la matriz identidad: A- I, = I,- A=A

[INO conmutativa: En general, A-B # B+ A

Tomando las propiedades de la suma, del producto de un nimero por una matriz y del
producto de matrices, tenemos:
(M ixno + R,-) esuna R — algebra

Veamos un par de ejemplos de como se realiza la multiplicacion de matrices, donde:

10 2 L4
a=( JEMps y B= 3 0]€Myy,
2 1 4 S

13
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_ 1A _
an=(3 4 zZL)< 2 g>:(21++30— + srors)=(7 16)€M

14\ L, o [~1+8 044 2+16 7 4 18
B-A=<3 0)-(2 . 4)=<—3+0 0+0 6+O>=<—3 0 6)6]\/[3
1 2 144 042 —2+8 5 2 6

Se puede observar en el ejemplo que NO se verifica la propiedad conmutativa, ya que A - B es
de dimensiéon 2 X 2y B - A es de dimensién 3 X 3, porloque A- B # B - A.

2.4.Matriz traspuesta

Dada una matriz A € M,,,,, llamamos traspuesta de A, y se representa por A%, a una matriz
que se obtiene de A al cambiar en ella filas por columnas.

Si A € M, entonces At € M, .

Se verifican las siguientes propiedades:
AHt =4 (A+B)t=A'+ Bt (A-B)t=B'-At (a- At =a-At
Veamos un ejemplo:

-1 0 2 -1 2
A=( )eM2x3—>At= 0 1|€Mi
2 1 3 > 3

2.5.Potencia de matrices

Sea una matriz cuadrada A € M,,. Calculamos las distintas potencias de la matriz realizando
las multiplicaciones pertinentes. Asi,

A2=A-A A3 =A% A A* =A% A A> =A% A
Observacién: Si la matriz no es cuadrada no es posible realizar el producto de la matriz por si
misma, por lo que no podemos realizar la potencia de la matriz.

Vamos a realizar un par de ejemplos.

3 1
-6 -2

4% = (—36 —12) ' (—36 —12> - (—36 —12) =4
AB =A% A=A-A=4A%=4A
A* =A% A=A-A=4A%>=4A
Podemos observar que A™ = A Vn. Por tanto, A1°° = A.

1
0

Azz((l) —11)((1) —11)=(é (1))=12
A=A A=1-A=A

A=A A=A-A=A2 =],

A=A A=1-A=A

1) Sea A = ( ) € M, y vamos a calcular A°°.

2) SeaA = ( _11) € M, y vamos a calcular 42018,

Podemos observar que A" =

A si nesimpar
{ PAT i, Por tanto, 42018 = L.

I, si nespar

14
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3. MATRIZ INVERSA
3.1.Matriz inversa

Una matriz cuadrada A € M, se dice regular si existe otra matriz del mismo orden, llamada

inversa de 4, y que se representa por A~1, tal que:
A-A1=A4"1-A=1,
donde I,, es la matriz identidad de orden n.

Se verifican las siguientes propiedades:
A H1l=4 (A-B)"l=p"1.-471

3.2.Calculo de la matriz inversa a partir de la definicion

SiA = (al-j) € M, es una matriz regular, se puede obtener la matriz inversa de la matriz 4,
Al = (xij), resolviendo n sistemas de n ecuaciones con n incdgnitas.

Si el sistema no tiene solucidn, la matriz no tiene inversa.

Vamos a realizar un ejemplo para una matriz de tamafio 2, no realizando una de tamafio 3

porque el método es muy laborioso y veremos posteriormente métodos mas 6ptimos.

1 3 . -1 x z
Sea A = (2 5). Para calcular su inversa, suponemos que A™" = (y t)' Entonces:

aat=to( 96 =G )

Realizando la multiplicacién, tendremos:
(1 3)(x Z)_<x+3y Z+3t>_(1 0)
2 5/ \y t/)7 2x+5y 2z+5t) \0 1
Como se trata de dos matrices iguales, igualamos términos, formandose 2 sistemas de 2

ecuaciones con 2 incognitas:

{x+3y=1 {Z+3t=0
2x+5y =0 2z+5t=1

Resolviendo los sistemas se tiene que:

x=-=5y=2 z=3,t=-1

w6 -3

3.3.Calculo de la matriz inversa usando el método de Gauss

Por tanto,

Se coloca la matrizA € M,,, y a su derecha, la matriz I,,. Realizamos las transformaciones
necesarias para que A se transforme en I,,. Como consecuencia, la matriz que se obtiene a la
derechade I, es A7L.

Transformaciones

(AlL) (I1A™H)

Observacién: Se pueden cambiar filas, pero no se pueden cambiar columnas. Ademas, si en la

parte izquierda aparece una fila o columna de ceros, A no tiene inversa.
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Vamos a realizar un ejemplo para una matriz de tamafio 2 y otro para una de tamafio 3.

1) Vamos a calcular la inversa de A = G 2) € M,.
_F2
(1 3|1 0) Fp=F,—2F, (1 3 | 1 0) F=—¢ (1 3|1 O) F1=F;—3F, (1 0]-5 3)
2 510 1 0 —-11-2 1 0 112 -1 0 112 -1
_ -5 3
1 _—
Por tanto, 4 —(2 _1).
1 -2 1
2) Vamos a calcularlainversadeA={3 0 4]|€ Ms;.
0 4 1
1 =2 11 0 0\ p_p ap /1 =2 1|1 0 O\p_go o/l =2 11 0 0
3 0 401 0)——(0 6 1{-3 1 0)]—/——|0 6 1|-3 1 O0]~-
0 4 110 0 1 0 4 110 0 1 0O o0 116 -2 3
Fy=F,—F:
Fonp (1 =2 0|=5 2 =3\ gp.p (3 0 0]-24 9 -12
—0 6 0|-9 3 -3)]——|0 6 0| -9 3 =3 ]|-
0o 0 116 -2 3 0 0 11 6 -2 3

F=2 p="2 (1 0 0| —8 3 —4
3 6
— (0 1 0|=%, Yy =1
0 0 1| 6 -2 3
-8 3 —4
Portanto, At = -3/, 1/, -1/,
6 -2 3

4. RANGO DE UNA MATRIZ

4.1.Definicién
Se llama rango de una matriz al numero de filas linealmente independientes.

En una matriz, el nimero de filas linealmente independientes coincide con el nimero de
columnas linealmente independientes, por lo que el rango sera el numero de filas o columnas
linealmente independientes.

Nota: El rango de una matriz A € M, x5, €s alo sumo el minimo entre m y n, es decir,

A € M, — Rango(A) < min{m,n}

4.2.0btencion del rango de una matriz por el método de Gauss

Para hallar el rango de una matriz, podemos proceder a “hacer ceros” como en el método de
Gauss. El rango de la matriz escalonada final es el niumero de filas distintas de (0 0 --- 0).

Observacioén: Se pueden cambiar filas y columnas, sin perjuicio para el rango.

Veamos unos ejemplos de como se realiza el rango usando el método de Gauss:

1 4 6 5

1) Rangode A = 027 11¢ M.
0 0 1 -2
0 0 0 3

Como la matriz A es escalonada, es inmediato que el rango de A es 4.
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1 2 3 4
2) RangodeA=<2 1 0 3>EM3X4.
3 3 37
<1 2 3 4)2;2:@2 (1 2 3 4)F3=F3_Fz (1 2 3 4)
210 3]—— |0 -3 -6 -5]——>(0 -3 -6 -5
3 3 37 0 -3 -6 -5 00 0 0

Por tanto, el rango de A sera 2.

4.3.Discusion del rango de una matriz con un parametro

Veamos unos ejemplos de como se realiza la discusion del rango con un parametro:

1 2 3
1) SeaA=<0 4 6a >€M3
0 0 2a+4
Una vez que tenemos la matriz escalonada, comprobamos cuales son los valores que

anulan los elementos de la diagonal que se nos ha formado. Asi, el Uinico elemento que

puede anularse es 2a + 4, siendo cuando a = —2. Ahora, tenemos:
1 2 3
[] Sia = —2, tenemos: A = (0 4 —12) — Rango(A) = 2
0 0 O
1 2 3
[J Sia # —2, tenemos: A = (0 4 6a ) — Rango(A) =3
0 0 2a 14

1 2 3 4 o
2) SeaB=(2 1 a 3 |€ Mjzyx,. Haciendo ceros, tenemos:
3 3 57

F,=F,-2F
1 2 3 4 F§=F§_3Fi 1 2 3 4 Fy=ry-ry (12 3 4
21 a 3]—(0 -3 a-6 -5|—(0 -3 a—-6 =5
3 3 5 7 0 -3 -4 -5 0 0 2—-a O
Comprobamos cuales son los valores que anulan los elementos de la diagonal. Asi, el Unico

elemento que puede anularse es 2 — a, siendo cuando a = 2. Ahora, tenemos:

1 2 3 4
[]Sia=2tenemos:{0 —3 —4 —5]- Rango(4) =2
0 O 0 0

1 2 3 4
[] Sia # 2,tenemos: (0 —3 a—6 -—5]—- Rango(4) =3
0O 0 2 —%a 0

o
5. DETERMINANTES

5.1.Definicion

En Matematicas se define el determinante como una forma multilineal alternada de un
cuerpo. Esta definicion indica una serie de propiedades matematicas y generaliza el concepto
de determinante haciéndolo aplicable en numerosos campos. Sin embargo, el concepto de
determinante o de volumen orientado fue introducido para estudiar el niimero de soluciones
de los sistemas de ecuaciones lineales.
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Se llama determinante de una matriz cuadrada a un nimero que se obtiene operando de
cierta forma con los elementos de la matriz.

El determinante de A se puede designar de cualquiera de las siguientes formas:

all en aln
det A A det( : ; )

Am1 - Amn

a11 wen aln

Am1 - Amn

5.2.Determinantes de orden dos
El determinante de una matriz cuadrada de orden dos se obtiene del siguiente modo:

a a
dota= |1t O

= Q11" Ay —Ayq - A
Ay a22| 11 " 22 21" Q12

5.3.Determinantes de orden tres

El determinante de una matriz cuadrada de orden tres se obtiene del siguiente modo:
A1 Q12 43
az1 Q22 QAz3
a3z; dzz dzz

detA = = Qaq1 Az " A33 T Apq Q33 " Aq3 T A1 " Ap3 " Q31 — Q31 * A2 * A3

—0p1 " Aqp * Q33 — A3 " dp3 " Q11
Se puede observar que:

[J En cada producto hay un factor de cada fila y uno de cada columna.

[1 La mitad de los sumandos tienen signo +, y la otra mitad, signo -. Estos seis sumandos
se recuerdan facilmente con la siguiente regla mnemotécnica, llamada regla de Sarrus:

W\ .  SUMANDOS / /' / SUMANDOS
CONSIGNO+ (/7  cONSIGNO O]

[] Otra regla mnemotécnica para calcular el determinante: Colocamos las dos filas
superiores debajo de la tercera, y aplicamos el siguiente esquema:

®. ©
a
@‘“x.u}k\ 12 aig O
@- azg\\a'ra\: :.113 e
S D 2%

ay1 \“12\ g, -

. ~
A1 Q12 Ohyg
g :\‘\

5.4.Propiedades de los determinantes
P1: El determinante de una matriz es igual que el de su traspuesta: |[A| = |Af].
P2: Si una matriz cuadrada tiene una linea! de ceros, su determinante es 0.

P3: Si una matriz cuadrada tiene dos lineas paralelas iguales, su determinante es cero.

1 Escribiremos linea para indicar que puede ser una fila o una columna.
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P4: Si se permutan dos lineas paralelas de una matriz cuadrada, su determinante cambia de

signo.

P5: Si multiplicamos por el mismo nimero todos los elementos de una linea de una matriz
cuadrada, su determinante queda multiplicado por ese ntimero.

P6: Si una matriz cuadrada tiene dos filas o columnas proporcionales, su determinante es 0.

a b+x c a b c¢ a x ¢
P7:|d e+y f|= e fl+|d v f
g h+z i g h il lg z 1

P8: Si a una linea de una matriz le sumamos una combinacién lineal de las demas paralelas,
su determinante no varia.

P9: Si una matriz tiene una linea que es combinacion lineal de las demas paralelas, entonces
su determinante es cero. Y reciprocamente: si un determinante es cero, tiene alguna linea
combinacioén lineal de las demas.

P10: El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de sus
determinantes: |A - B| = |A| - |B].

6. APLICACIONES DE LOS DETERMINANTES

6.1.Calculo de la inversa de una matriz

Definicién: Si en una matriz seleccionamos r filas y r columnas, los elementos que se cruzan
forman una submatriz cuadrada de ordenr. El determinante de esa submatriz se llama
menor de orden r de la matriz inicial.

Definicion: Si en una matriz cuadrada destacamos un elemento, aij, al suprimir su fila y su

columna se obtiene una submatriz de tamafio menor. Su determinante se llama menor
complementario del elemento a;; y se designa por a;;.

Definicién: Se llama adjunto de a;; al nimero 4;; = (=)™ - a;; .

1 2 -1
Ejemplo: Sea A = <O 1 2 ) entonces:
1 0 1

2
a11=|0 1|=1—0:1—>A11:(—1)2-1=1

_ |11 2| _ _ _ 5 _
ws=|; §|=0-2=-2—>4p5=(-1D%(-2)=2

Observacién: Para que una matriz cuadrada, A € M,,, tenga inversa, es necesario y suficiente
que su determinante sea no nulo, es decir, |A| # 0.

En este caso, se puede calcular mediante la expresion:

— 1 P t

=T Adj(A)

donde Adj(A) es la matriz formada por los adjuntos de la matriz A, es decir, Adj(A) = (Aij).

A—l
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Ejemplos:
1) Vamos a calcular la inversa de A = (; 2) € M,.

B 2 =6—6=0 - Ano tiene inversa

1 3
2 5

B g =5—-6=—-1+0 — Atieneinversa

2) Vamos a calcular la inversa de A = ( ) € M,.

Ahora,
A = (—1)2 : |5| =5 A = (—1)3 : |2| =-2
Ay = (—1)3 : |3| =-3 Az = (—1)4 : |1| =1
a_ 1 (5 =2_ . (5 =3\_(-5 3
Por tanto, A= = - (_3 1 ) =-1 (_2 1 ) = ( 2 _1).

1 -2 1
3) Vamos a calcular la inversa de A = (3 0 4) € M.

0 4 1
1 -2 1
3 0 4/=04+0+4+12—-0—-16—(—6)=2+# 0 — Atieneinversa
0 4 1
Ahora,
_(_1\2.|0 4 _ _ _(_1\3. |3 4 _ _ _(_1y4. |3 0] _
An =1 |4 1|_ 16 Ap=D |0 1|_ 3. A=0D |0 4|_12
_ 3. |72 1) _ _ a4 |11 _ _ (s, |1 =21 _
A= D0 =6 An=Dt|) (=1 Am=CDS|) =4
4L |m2 1 _ _ s, |11 _ _ (6. |1 —2| _
A =D =8 An=D |y =1 An=CDo|; =6
L (16 =3 12\  /-16 6 -8 —38 13 —14
-1 _ _ _
Portanto, A7'=--( 6 1 —4)=_-(-3 1 =1|=(=°/ /5 =%/,|
-8 -1 6 12 -4 6 6 -2 3
1 -2 1
4) Hallael valorde a paraquelamatrizA={3 a 4 |tengainversa.
0 4 1
Primero calculamos el determinante de la matriz,
1 -2 1
3 a 4 =a+0+12-0—-16—(—-6)=a+2
0 4 1

Para que tenga inversa necesitamos que |A| #0, asi tenemos que:
|JAl=0->a+2=0->a=-2

Por tanto, tendra inversa para a # —2.

6.2.0btencion del rango de una matriz

Proposicién: Una condicién necesaria y suficiente para que las filas (o columnas) de una
matriz cuadrada sean linealmente dependientes? es que su determinante sea cero. Por tanto,

2 Linealmente dependiente: Alguna fila (o columna) de ellas se puede poner como combinacién lineal
de las demas.
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Las filas de A son linealmente dependientes < |A| =0
Las filas de A son linealmente independientes < |A| # 0
Observacién: A partir de la proposicién anterior, podemos calcular el rango de una matriz a

partir sus menores, teniéndose que:

Elrango de una matriz es el maximo orden de sus menores no nulos

Ejemplo:
1 2 3 4
1) Vamos a calcular el rango de A = (2 1 0 3) € M3y4.
3 3 3 7
Como A € M3,,, sabemos que Rango(A) < 3.

1 2
1

2

=1—-4=-3%0 - Rango(A) =2

=3+0+18—-9-0-12=0 )

L — Rango(A) < 3
=7+18+M—42—9—28=”

N RPWN RN
_NW R
wWhwow

3 3 7
Por tanto, Rango(A) = 2.

2) Vamos a calcular el rangode A = (1 2 1 _2) € Myys.

2 0 3 1

Como A € M,,,, sabemos que Rango(A) < 2.
B é =0—4=—-4%0- Rango(4) =2

Por tanto, Rango(A) = 2.

1 2 3
3) Vamos a discutir el rango de A = <O 4 6a ) € M3 en funcion del parametro a.
0 0 2a+4

Como A € M3, sabemos que Rango(A4) < 3.

ﬁ i=4—0=4¢0amedmzz

1 2 3
Al =10 4 6a |[=4(2a+4)+0+0—-0—-0—-0=8a+16
0 0 2a+4
Ahora, tenemos: 8a + 16 = 0 - a = —2. Por tanto,

[ISia = —2, tenemos: |A| = 0 » Rango(A) < 3. Por tanto, Rango(A4) = 2.
[ISia # —2, tenemos: |A| # 0 » Rango(A) = 3. Por tanto, Rango(A4) = 3.

1 2 3 4
4) Vamos a discutir el rango de A = <2 1 a 3) € M3y, en funcidn del parametro a.
3 3 5 7

Como A € M3,,, sabemos que Rango(A) < 3.

|5 f|=1-4=-3%0 - Rango(4) = 2
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Aq =7+18+24—-12-9-28=49-49=0

N = WN -
=N Wk DN

A, =5+6a+18—-9—-3a—-20=3a—-6

U1 Q W N WD

3 3
Ahora, tenemos: 3a — 6 = 0 » a = 2. Por tanto,

[ISia = 2, tenemos: A, = 0 - Rango(A) < 3. Por tanto, Rango(A) = 2
[ISia # 2, tenemos: A, # 0 » Rango(A) = 3. Por tanto, Rango(A) = 3.

7. EJERCICIOS

7.1.Ejercicios de matrices

1. Sean las matrices:

_(1 2 _ (0 1 (1 =2
A_(_1 3) B_(1 2) C_(z 1)
Calcula:
a) A+B d) At g)A-B j) B2
b) A—B e) Bt h)B-A k) (A + C)?
c) B-A f) (A + B)¢ i) A2 DA-Bt
2. Sean las matrices:
1 0 1 1 0 1 1 0 2
A=12 1 0 B = < 0 1 0) cC=(1 2 1
-1 2 1 -1 2 3 0 2 2
Calcula:
a)A+B d) At g)A-B j) B2
b)A—-B e) B¢ h)B-A k) C?
c)B—A f) (A + B)t i) A2 )Bt- A
3. Calcula A - B — C?, sabiendo que:
1 0 2
1 1 1 1 2 0
A= ( ) B = ( ) C= (1 3 1)
1 2 0 3 0 1 0 3 2
. 1 =4\ . (1 0 1 (7 2 0 _
4. Dadas las matrices 4 = (O 1 ) B = (3 _1 4) y C = (0 _6 0), calcula:
a)B+C dA-C g)A-B + C
b) -4 e)C-A h)B-A
c) 3B—2C f)A-(B+0C) i)A-C—-2C
5. Calcular, cuando sea posible, los productos A-B,A-C,B - C y C - B, siendo:
1 0 1 -1
A=(0 1 O) B=(1> C=0l 3 2)
1 0 1 2

6. Efectua todos los posibles productos entre las matrices:
1 0 1 0 =2
R I CO- I (U B (R
0 3 Q 2 1
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7. Halla la inversa de las siguientes matrices, utilizando el método de Gauss:
_(1 2 _(1 2 _ (0 2 _(1 2
A_(z 0) B_(1 1) C_(1 1) D_(z 5)

8. Halla la inversa de las siguientes matrices o averigua que no la tiene, utilizando el método

de Gauss:
1 0 2 1 1 2 1 0 2 0 1 1
A=(1 3 1) B=<1 2 1) C=<0 1 1) D=<1 1 2)
0 3 2 0 1 2 1 1 2 1 0 1
1 0 2 0 1 2 1 2 3 0 -1 1
E= <1 2 0) F= (1 0 1) G = (—1 0 2) H= (—1 1 2)
1 3 2 2 30 0 1 1 1 0 1
1 1 0 3 2 1
9. Calcula la inversa de las siguientes matrices M = (—2 2 2) yN = (—1 -1 1).
-1 3 2 3 2 2

10. Calcula las matrices inversas, si existen, de las siguientes matrices:

(5 o) 9G 1) 9 %)
1 0 0 12 3 -1 0 1
b)<2 2 —3) d)<4 5 6) f)<1 2 2)
1 -1 2 7 8 9 2 11

11. Calcula el rango de las siguientes matrices, utilizando el método de Gauss:
1 0 2 1 1 2 1 1 2 0 1 1
A=11 3 1 B={1 2 1 C=12 2 4 D=1 1 2
0 3 2 2 3 3 3 3 6 1 0 1
12. Calcula el rango de las siguientes matrices, utilizando el método de Gauss:
1 0 2 1 1 0 2 1 1 1 0 1
A=(1 2 1 -1 B=(2 2 1 -1 c=10 2 1 1
0 -2 1 2 11 3 0 2 =2 1 2

13. Discute el rango de las siguientes matrices, dependientes del pardmetro a, utilizando el
método de Gauss:

1 0 2 1 1 0 2 1 1 1 0 1
A=(1 2 1 —1) B=<2 2 1 —1) C=<0 2 a 1)
0 2 a O 1 a -1 -2 2 4 1 3
14. Resuelve las siguientes ecuaciones matriciales, donde:
=Gy =G 7)) =G 9
a)AX+B=C c)JAX—-B=C e)XA—-B=C
b) XA+ B =2C d) AX —3B =2C f) XA—-3B =2C
15. Resuelve las ecuaciones matriciales, donde:
=G = L) =G D)
a)AX+B=C c) AX + 2B =3C e)AX—-B=C
b)AX — B = 2C d) AX —3B =2C f) AX — 2B =3C
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

1 3 =2 1 1

Dadas las matrices 4 = ( 2 7 1 ) yB = (0 —1), calcula la matriz inversa de Ay
-1 —4 -4 1 0

resuelve la ecuacion matricial AX = B.

2 0 5 -3 5
Resuelve la ecuacibn AX+B=CconA=(1 1 -2 B=|1 |JyC=|-1]|

-1 1 1 2 1
Calcula dos matrices cuadradas A y B sabiendo que 2A + 3B = Cy que A — B = D, donde

=G 2= o)

Calcula los valores de a y b para que se verifique AB + C = D, donde:

a=Go) =G =G L) =G L)
Calcula los valores de a y b para que se verifique AB — C = D, donde:

=G o =G ) =) =G )
Sead = (_01 (1))

a) Calcula A? y expresa el resultado en funcién de la matriz identidad.

b) Utiliza la relacién hallada con la matriz identidad para calcular 42917,

0 1 1
Sean las matrices A = (1 0 1), I3 la matriz identidad de orden tres y 0 la matriz nula.
1 1 0

a) Comprueba que A% — A —2I; = 0.
b) Halla la matriz A~1.

0 3 4
Seala matriz A = < 1 -4 —5), I3 1a matriz identidad de orden tres y 0 la matriz nula.
-1 3 4

a) Demuestra que se verifica la igualdad A3 + I; = 0.
b) Calcula razonadamente A°.

c) Obtén la matriz inversa de A.

0 1 0
Dada la matriz 4 = <1 0 1), I la matriz identidad de orden tres y 0 la matriz nula.
0 1 0

a) Comprueba que se cumple 4 - (42 — 2I) = 0.
b) Determina el valor del nimero k para que sea cierto A> = k- A.
c) Calcula razonadamente A°.

Dada la matriz A encuentra el mayor exponente n que cumple A™ # 0.
(0 0 0 0)

A Il 0 OI
‘Lo 0 OJ
0010

o — O
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26. Determina los valores de x, y, z para que se verifique la igualdad:

GG 2=G 9

1 a_l_b),cona,bE]R.

27. Se considera la matriz A = (

a) Calcula el valor de a y b para que 4% = G (1))

b) Para los valores obtenidos en el apartado anterior, halla A3 y A*.

¢) Sean un nimero natural cualquiera, halla la expresiéon de A" en funcién de n.

1 1 1
28. Se considera la matriz A = (O 1 O). Calcula A°°.
0 0 1

29. Se considera la matriz 4 = (é i) Calcula (At - A7 1)? - A.

a 0 . .,
0 2) verifica la ecuacion
2X? —5X + 21 = 0, donde I es la matriz identidad de tamafio 2 y 0 la matriz nula.

30. Determinar los valores de a para los cuales la matriz X = (

Do . . : X 2\_ (0 x\_(x 0
31. ;Existe algin valor de x que verifique la igualdad (0 x) 2 (2 _2) = (_4 3).

7.2.Ejercicios de determinantes

32. Calcular el determinante de la matrizA = ( 7

_9 8)y comprobar que coincide con el

determinante de su traspuesta.

33. Calcular |A] = _32 8 . ;.Qué observas?
13 2 =2 5] A )
34. Calcular |A| = o |V |B| = | 3 2| . .Qué observas?
_|3 2 12 3 A )
35. Calcular |A| = o |V |B| = |5 _2|.¢Que observas?

36. Siendo A una matriz 2 X 2, justifica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) Para que |A| = 0 es necesario que sus cuatro elementos sean 0.
b) Si los dos elementos de la primera columna de A son 0, entonces |A| = 0.
c) Silas dos filas de A coinciden, entonces |A| = 0.
a2 a 20| _
d) Si |c 1| =5, entonces|c 10| =50
37. Calcula el valor de los siguientes determinantes y di por qué son cero algunos de ellos:
13 6 13 6 3 11
al, 9, 5 |5 77
5 2 0 2 -14 7
b)|5 —2| d)|O 5 f)| 6 —3|
_(a b - :
38. Sean A = (c d) y |A| = —12. Calcula:

|, B3 sl ) 124 e sh
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39. Calcular los siguientes determinantes:

3 -2 5 7 —4 3 5 1 4
a)jr 7 3 cgfo 9 1 e)|I0 3 6
4 1 0 0 0 5 9 6 8
0 4 -1 9 0 3 10 47 59
b)[1 2 1 df-1 1 0 f)lo 10 91
3 0 1 0 2 1 0 0 10
40. Probar que si I es la matriz identidad, entonces |I| = 1.
41. Probar que si A es una matriz regular, entonces |A™1| = ﬁ.

42. Halla la inversa de las matrices de los ejercicios 7 y 8 utilizando determinantes.

43. Calcula el rango de las matrices de los ejercicios 11y 12, utilizando determinantes.

7.3.Ejercicios de EBAU

1 -1/2 0 2x 0 3
44. (2018) Dadas las matrices A = (—3 1 1 >, B = ( 0 ), C = <y) yD = ( 1 >
-1 2 -1 z 1 -5

Hallar x, y, z para que se cumpla A*(B + C) = D.
1 2 3 —2 1
45. (2017) Dadas las matrices A = ( )yB =|1 0]
0 2 -1 1 1

a) Calcular A°.
b) Calcular A - B.

c) Hallar la matriz X = (? Z) que cumple A-B-X =C+1dondeC = ((1) _i) eles

la matriz identidad.

y 0 1 10 2 1 -1 6
. (2016) Dadas las matricesA=|3 -2 0],B=(|2 1 Z)yC= 2 -3 9>.

0 1 4 x 2y 3 10 1
a) Calcular C* + I, siendo I la matriz identidad.

4

=)}

b) Hallar x, y y z para que se cumpla que AB = Ct + 1.
47. (2016) Hallar x, y y z para que se verifique
Ly

-0

2

Y
2
2 -1 1 2
. 1 2 0
48. (2015) Dadas las matrices A =| 0 0 ),B = ( )yC = (—1 2 >
-1 0

a) Calcular Bt + 2C.

b

b) Hallar la matriz X = ((cl' q

) que AX = B* + 2C.

4

O

1 0 -1 a 1
. (2014) Dadas las matricesA=| 2 1 1 |,B=(1 b |yC= (
-2 1 0 a -1
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